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Résumé. On établit le lien entre divergence d’échelle de la longueur du graphe d’une fonction et sa
régularité. 2000 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Scale divergence and differentiability

Abstract. Given a continuous function, we establish a link between scale divergence of its curve-
length and its regularity. 2000 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

1. Introduction

Soit Γ le graphe d’une fonction continuef sur un intervalle[a, b]. Si la longueur deΓ, notéeL(Γ), est
finie, on sait, par le théorème de Lebesgue (voir [6]), qu’elle est différentiable presque partout. Dans [4],
Appendix A, Nottale pose, dans le cadre de la théorie de la relativité d’échelle, le problème suivant :
on suppose que la longueur deΓ est infinie. Peut-on savoir si la fonctionf est non différentiable presque
partout ? La réponse dépend de la divergence de la longueur deΓ en fonction de l’échelleε. Si la divergence
est polynomiale on démontre que la fonctionf est non différentiable presque partout sur un intervalle non
réduit à un point. Dans le cas d’une divergence plus faible (logarithmique), on démontre que la courbe
peut être rectifiable ou fractale. On établit aussi un lien formel entre la dimension fractale de la courbe, sa
divergence d’échelle et son irrégularité locale mesurée par l’ordre de différentiabilité fractionnaire locale.

2. Dérivée fractionnaire locale

On complète les travaux de [2] sur la dérivationfractionnaire locale.

DÉFINITION 1. – Soitf une fonction continue sur[a, b]. Pour toutx ∈ [a, b], on définit l’intégrale de
Riemann–Liouville à gauche et à droite du pointx par :

Iαa,−(f)(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t) dt et Iαb,+(f)(x) =
1

Γ(α)

∫ b

x

(t− x)α−1f(t) dt,
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respectivement. Les dérivées de Riemann–Liouville à gauche et à droite dex sont données par

Dα
a,−(f)(x) =

dI1−α
a,− (f)(x)

dx
et Dα

b,+(f)(x) =
dI1−α
b,+ (f)(x)

dx
. On renvoie à [3,5] pour plus de détails.

DÉFINITION 2. – Soitf une fonction continue sur[a, b], on appelle dérivée fractionnaire locale def à
droite (resp. à gauche) du pointy ∈ [a, b] la quantitédασf(y) = lim

x→yσ
Dα
y,−σ

[
σ(f(x)− f(y))

]
, pourσ =±

respectivement.

On a les propriétés suivantes :
(i) (recollement) sif est différentiable au pointx, on a lim

α→1
dασf(x) = f ′(x), σ =± ;

(ii) on a dασ(C) = 0 pour toutC ∈R etσ =±.

THÉORÈME 1. –La dérivée fractionnaire locale def (à droite ou à gauche), dασf(x) est égale à

dασf(x) = Γ(1 +α) lim
y→xσ

σ(f(x)− f(y))

[σ(x− y)]α
.

On noteFσ(y, σ(x− y);α) = Dα
y,−σ

[
σ
(
f(x)− f(y)

)]
(x). Le théorème 1 découle du

THÉORÈME 2. –Soit f une fonction continue, telle quedασf(y) existe pourα > 0, σ = ±, alors

f(x) = f(y) + σ
dασf(y)

Γ(1 + α)
[σ(x− y)]α +Rσ(x, y), avec

Rσ(x, y) = σ
1

Γ(1 + α)

∫ x−y

0

dFσ(y, σt;α)

dt

(
σ(x− y− t)

)α
dt et lim

x→yσ
Rσ(x, y)

(σ(x− y))α
= 0.

Démonstration. –On effectue la démonstration dans le casσ = +. La démarche est analogue pour
σ = −. Puisqu’aucune confusion n’est possible, nous omettons l’indice+ dans les formules suivantes.

On af(x)− f(y) =
1

Γ(α)

∫ x−y

0

F (y, t,α)

(x− y− t)1−α dt, d’où

f(x)− f(y) =
1

Γ(α)

[
F (y, t,α)

∫
(x− y− t)α−1 dt

]x−y
0

+
1

Γ(α)

∫ x−y

0

dF (y, t,α)

dt

(x− y− t)α
α

dt,

alorsf(x)− f(y) =
dαf(y)

Γ(α+ 1)
(x− y)α +

1

Γ(α+ 1)

∫ x−y

0

dF (y, t,α)

dt
(x− y− t)α dt. On a doncf(x) =

f(y) +
dαf(y)

Γ(α+ 1)
(x − y)α + R(x, y) avec

R(x, y)

(x− y)α
=

1

Γ(α+ 1)

∫ x−y

0

dF (y, t;α)

dt

(x− y− t
x− y

)α
dt.

Comme
∣∣∣x− y− t
x− y

∣∣∣< 1, on a
∣∣∣ R(x, y)

(x− y)α

∣∣∣< 1

Γ(α+ 1)

(
|F (y, x−y;α)|−

∣∣dαf(y)
∣∣). Commelimx→y F (y,

x− y;α) = dαf(y), on en déduitlim
x→y

∣∣∣ R(x, y)

(x− y)α

∣∣∣= 0, ce qui termine la démonstration du théorème.2

3. Longueur et échelle

3.1. Préliminaires. –On renvoie à [6] pour la définition des courbes polygonales d’approximation
construites par le compas. Soitε > 0 fixé, on notePε la courbe polygonale d’approximation construite
par le compas avec un pas de longueurε,N(ε) le nombre de sommets dePε etLε(Γ) sa longueur.

LEMME 1. –Pour toutε > 0, on a1 +
Lε(Γ)

ε
>N(ε)− 1> Lε(Γ)

ε
.
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Démonstration. –Par définition, on a

Lε(Γ) = L
(
[A1,A2]

)
+ · · ·+L

(
[AN(ε)−2,AN(ε)−1]

)
+L

(
[AN(ε)−1,AN(ε)]

)
,

avecL
(
[AN(ε)−1,AN(ε)]

)
6 ε etL

(
[Ai,Ai+1]

)
= ε pouri= 1, . . . ,N(ε)− 2. On en déduit le lemme.2

Il est possible de lire la non-différentiabilité d’une fonction sur le type de divergence deN(ε) lorsque
ε→ 0. Ce nombre est toujours croissant. Sa divergence minimale est donnée par les graphes de fonctions
différentiables.

LEMME 2. –Soit Γ le graphe d’une fonction différentiablef sur [a, b], et Pε sa courbe polygonale
d’approximation, alorsN(ε) = O(1/ε).

Démonstration. –SoientA = (x, f(x)) et B = (y, f(y)), avecy > x tels que(x − y)2 + (f(x) −
f(y))2 = ε2. Commef est différentiable, il existec ∈ [a, b] tel quef(x) − f(y) = f ′(c) · (x − y). On
a donc(x− y)2

(
1 + (f ′(c))2

)
= ε2, d’où y− x=C ε, C ∈R+. On en déduit le lemme.2

3.2. Résultats. –Soit f une fonction continue définie sur[a, b], on noteΓf son graphe etL(f) la
longueur deΓf .

THÉORÈME 3. –Soitf une fonction continue, définie sur un intervalle[a, b], si Lε(f) = O(1/εδ) avec
δ > 0, alors il existe un arc deΓf , non réduit à un point, sur lequelf est non rectifiable presque partout.

Démonstration. –CommeLε(f) = O(1/εδ), on en déduit, via le lemme 1,N(ε) = O(1/εδ+1). Si f est
différentiable, alorsN(ε) = O(1/ε) par le lemme 2. On a donc une contradiction etf est non différentiable
sur un intervalle non réduit à un point.2

Soit f une fonction holdérienne d’exposantH, 0 < H 6 1 et inverse-Hölder d’exposantH . La
dimension fractale du graphe def est∆(f) = 2−H (voir [6], p. 154–155).

THÉORÈME 4. –Soitf une fonction Hölder et Hölder-inverse d’exposant0<H 6 1, alors pourε > 0,

on aLε(f) = O(1/εδ) avecδ =
1

H
− 1 =

1

2−∆(f)
− 1.

Démonstration. –SoientA = (x, f(x)) et B = (y, f(y)) avecy > x tels queL([A,B]) = ε. Comme
f est höldérienne et inverse-höldérienne d’exposantH , on a ε2 = c2(x − y)2H + (x − y)2. Alors,

ε2 6 (c2 + 1)(x− y)2H et on ay− x> ε1/H

c2 + 1
. On en déduit le théorème 4.2

3.3. Dérivée fractionnaire et divergence d’échelle. –On notef � g si g = o(f). Soit f une fonction
continue, définie sur l’intervalle[a, b], telle quedασf existe pour0<α< 1 sur l’intervalle[a, b]. On a :

THÉORÈME 5. –Soit f une fonction continue sur[a, b], telle quedα0
σ f est bornée sur[a, b], alors

Lε(f)� 1

ε1/α0−1
.

Démonstration. –Soit A = (x, f(x)) et B = (y, f(y)) deux points tels queL([A,B]) = ε, alors

(x − y)2 + (x − y)2α
( dαf(y)

Γ(α+ 1)
+

R(x, y)

(x− y)α

)2

= ε2, par le théorème 2. Pourε > 0 assez petit, on a

(x− y)2α > ε2Γ2(α+ 1)

(dαf(y) + cΓ(α+ 1))2 + Γ2(α+ 1)
. En prenant la racine1/2α-ème de cette expression, on

obtientx− y > ε1/α/k. D’oùN(ε)6 k1/ε
1/α, ce qui donne via le lemme 1,Lε(f)6 k2/ε

1/α−1. 2
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3.4. Divergence de type logarithmique. –On a :

THÉORÈME 6. –Soit Γ une courbe de paramétrisationγ(t) définie pourt ∈ [a, b], telle queLε(Γ) ≺
log

1

ε
, alorsγ(t) peut être différentiable ou non différentiable presque partout.

Démonstration. –Il suffit de construire un exemple. SoitS un segment orienté etφ un angle tel que
0 6 φ 6 π/2, on appelleTφ l’opération qui consiste à remplacerS par la courbe polygonaleTφ(S), de
mêmes extémités queS, constituée de quatre segments égaux formant avecS les angles0, φ, −φ et 0

respectivement. La longueur de chacun des segments est donc
L(S)

2(1 + cosφ)
. On se donne une suite d’angle

(φk). On effectue ensuite une construction par récurrence : la courbePk est obtenue à partir dePk−1 en
remplaçant chacun des segments au moyen de l’opérationTφk . La courbePk est faite de4k segments,

tous de longueur̀k = 2−k
∏k
i=1

1

1 + cosφi
. Les courbesPk convergent vers une courbeΓ au sens de la

distance de Hausdorff. La régularité de la courbeΓ dépend de la suiteφk .

(a) Siφk =
π

3
pour toutk ∈N, on aL(Pk) =

(4

3

)k
. On poseε= `k, alorsk =

log(1/ε)

log 2 +
√

3
. On en déduit

logLε(Γ) = log
(4

3

) log(1/ε)

log 2 +
√

3
.

(b) Siφk = arccos
(

2 exp
(
− 1

(k+ 1)2

)
− 1
)

, alors`k =
2−(k−1)

k!2
. La formule de Stirling donne pourk

assez grandk! ∼
√

2π
√
kk2k e−2k. En notantε pour `k, on obtient donc : (*)2k log

( k
e2

)
∼ log

( 1

πε

)
.

Commelogk >
1

kα
pourα > 0 et k assez grand, on déduit de (*),k <

1

2e2α

(
log

1

πε

) 1
1−α

, pourk assez

grand etα > 0.
Les divergences dans le cas (a) et (b) sont comparables. Pourtant, la courbe en (a) est fractale alors que

la courbe en (b) est rectifiable (voir [6]). 2
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