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Obstruction à la linéarisation des champs
de vecteurs polynomiaux

Jacky Cresson

Résumé. On explicite une classe de champ de vecteurs polynomiaux non analytiquement linéarisables

à l’aide de la correction introduite par Écalle-Vallet. Notamment, on étend des résultats de Schuman

sur la trivialité des hamiltoniens homogènes isochrones.

Abstract. We characterize a class of polynomial vector fields which are not analytically linearizable us-

ing the correction introduced by Écalle-Vallet. Then, we extend Schuman’s result about non existence

of isochronous homogenous Hamiltonian systems.

1 Introduction

On considère les champs de vecteurs polynomiaux dans R2 de la forme

X = ξ
(

z
∂

∂z
− z̄
∂

∂z̄

)

+ P(z, z̄)
∂

∂z
+ P(z, z̄)

∂

∂z̄
,(1)

où ξ2
= −1, z ∈ C avec P(z, z̄) =

∑

d≥i+ j≥2 ai, jz
i z̄ j , ai, j ∈ C, d ≥ 2.

Dans cette note, on décrit, à l’aide de la correction introduite par Écalle et Vallet
[4], une classe de champ de vecteurs non analytiquement linéarisables. Précisément,
on appelle champ de “Darboux” un champ de la forme (1) tel que

∀n ≥ 2, ai,n−i =
i

n− i + 1
ān−i+1,i−1, pour i = 1, . . . , n.

On a:

Théorème 1 Soit X = ξ(z∂z − z̄∂z̄) + P(z, z̄)∂z + P(z, z̄)∂z̄, une perturbation de
valuation n ≥ 2 d’un centre.

i) si il existe N ≥ n tel que al,l−1 = 0, pour tout l < N et Im(aN,N−1) > 0, alors il

n’existe pas de centre de “Darboux” linéarisables.
ii) si al,l−1 = 0, pour tout l ≥ n, alors les centres de “Darboux” linéarisables sont

triviaux.

Ce théorème étend les résultats de Schuman ([6], [7]), de façon constructive.

Théorème 2 Soit X = ξ(z∂z − z̄∂z̄) + P(z, z̄)∂z + P(z, z̄)∂z̄, une perturbation de
valuation n ≥ 2 d’un centre.
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i) si il existe N ≥ n tel que al,l−1 = 0, pour tout l < N et Im(aN,N−1) > 0, alors il
n’existe pas de centre de Hamiltonien linéarisables.

ii) si al,l−1 = 0, pour tout l ≥ n, alors les centres de Hamiltonien linéarisables sont
triviaux.

La correction d’Écalle-Vallet donne une approche unifiée et effective pour étudier
la linéarisation des champs de vecteurs résonnants. De plus, les champs Hamiltoniens

ou de Darboux font partie des champs de vecteurs à dépendance linéaire, introduits
dans cette note (voir Section 4). Les théorèmes 1 et 2 découlent alors d’une propriété
générale d’obstruction des champs de vecteurs à dépendance linéaire (Proprosition
1, Section 4).

Comme corollaire du théorème 2, on retrouve le résultat principal de [6]:

Corollaire 1 Si P est un polynôme homogène de degré n, il ne peut exister de centre
isochrone hamiltonien autre que dans le cas linéaire.

La démonstration est donnée au Section 4.

Pour des perturbations homogènes de degré 2 ou 3, ce résultat suggère d’étudier
la stratification isochrone des centres reversibles explicités dans [1].

2 La correction

2.1 Définition et propriétés

2.1.1 Notations

Soit X un champ de vecteurs de Ck de la forme

X = Xlin +
∑

m

Bm,

où Xlin = λx∂x, x ∈ Ck, λ ∈ Ck et les Bm sont des opérateurs différentiels homogènes

de degré m ∈ Zk, i.e. Bm · x
ν
= βmνx

m+ν où ν ∈ Nk, βmν ∈ C.

Exemple Soit X(z, z̄) un champ de vecteurs de C2 de la forme

X(z, z̄) = λz∂z + βz̄∂z̄ + (a20z2 + a11zz̄ + a02z̄2)∂z + (b20z2 + b11zz̄ + b02z̄2)∂z̄.

On pose B1,0 = a20z2∂z + b11zz̄∂z̄ , B0,1 = a11z̄z∂z + b02z̄2∂z̄, B−1,2 = a02z̄∂z, B2,−1 =

b20z2∂z̄. Alors, on a X = λz∂z + βz̄∂z̄ + B1,0 + B0,1 + B−1,2 + B2,−1.

On note M l’ensemble de ces degrés. Pour tout M ∈ M on associe un poids ω =
M · λ. Un élément M = (M1, . . . ,Mr) s’appelle une suite. On note SM l’ensemble
de ces suites. Pour tout M ∈ SM, M = (M1, . . . ,Mr) on associe un vecteur poids
ω(M) = (ω1, . . . , ωr). Pour tout ω = (ω1, . . . , ωr) on note ‖ω‖ = ω1 + · · · + ωr sa
norme et l(ω) = r sa longueur.
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2.1.2 La correction

Soient A et B deux champs de vecteurs. On note A ∼ B si A est formellement

conjugué à B.
La correction, notée Xcarr , est le champ de vecteur solution du problème suivant

(voir [4]): Trouver un champ de vecteur Z tel que X − Z ∼ Xlin et [Xlin ,Z] = 0.
Une carte étant fixée, et le couple (X,Xlin ) étant donné, la correction est unique.

La correction possède un développement moulien (voir [4], [3])

Xcarr
=

∑

Carrω BM ,

où M = (M1, . . . ,Mr), Mi ∈ M, ω = (ω1, . . . , ωr), ωi = Mi · λ, r ≥ 2 et Carrω est
un coefficient complexe, appelé moule, tel que Carrω = 0 si ‖ω‖ 6= 0, et

∑

M∗=(M1,...,Mr)

Carrω BM =
1

r

∑

Carrω B[M],

où B[M] = [BMr
[· · · [BM2

,BM1
] · · · ], avec [· , ·] le crochet de Lie et M∗ représente

l’ensemble des permutations possibles de M = (M1, . . . ,Mr).
La composition de deux moules D• = M• ◦ N• est définie par Dω =

∑

ω1···ωs=ω,s≥0,ωi 6=∅
M‖ω

1‖,...,‖ωs‖Nω
1

· · ·Nω
s

. On note (D•)◦n
= D• ◦ · · · ◦ D•, n

fois. On a

(∗) I• − Carr• = lim
n→∞

(I• −M•)◦n,

où M• est un moule d’une forme prénormale donnée (voir [4], lemme 3.2, p. 267) et
I∅
= 0, Iω1 = 1 ∀ω1, Iω1,...,ωr = 0 ∀r ≥ 2, ∀ω.

Remarque Dans la suite, nous allons travailler avec le moule Tram• de la forme
prénormale élaguée (qui n’est autre que la forme normale de Poincaré-Dulac (voir [3],
Section 11.3.2)). Diverses propriétés de Tram• sont données dans [1]. Il est défini par

récurrence sur la longueur des suites ω = (ω1, . . . , ωr), par Tramω = (Sam•)◦l(ω),
où Sam0

= 1, Samω1 = 0 si ω1 = 0 et si l(ω) ≥ 2, ω1 6= 0, . . . , ωr 6= 0, Samω =
r−1

rω1···ωr

∑

1≤i≤r(−1)i−1 ωi

(i−1)! (r−i)!
. Si un seul ωi s’annule, Samω = Samω

10ω2

=

(−1)r1

r1! r2! [ω1][ω2]
, où [ω] = ω1 · · ·ωr . Enfin, si plus d’un ωi s’annule, alors Samω = 0.

Pour la définition, par récurrence sur la longueur des suites, du moule Carr, nous
renvoyons à [4]. Dans la suite, nous utilisons les formules suivantes:

Carrω1 = 1, Carrω1,ω2 =
−1

ω1
.

Par définition de la correction, nous avons le critère de linéarisation suivant:

Lemme 1 Le champ (1) est formellement linéarisable si et seulement si Xcarr
= 0.

On renvoie à ([4], lemme 4.6, p. 406) pour d’autres critères.
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2.2 Correction des champs de vecteurs polynomiaux

On note Q[a] (resp. Z[a]) l’anneau des polynômes en les variables a = (ai, j), à
coefficients dans Q (resp. Z). Soit M = (M1, . . . ,Mr), Mi ∈ M une suite telle que
‖ω(M)‖ = 0. Par définition des crochets de Lie, on a

B[M] = (zz̄)d(ω(M))(B1
[M]z∂z + B2

[M]z̄∂z̄),

où d
(

ω(M)
)

∈ N, avec Bi
[M] ∈ Z[a], i = 1, 2 de degré l(M).

Soit M
m l’ensemble des suites de M telles que d

(

ω(M)
)

= m. On note

Cari
m =

∑

M∈Mm

(

∑

M∗

Carrω(M∗) Bi
[M∗]

)

, i = 1, 2.

On a Car2
m = Car1

m car le champ est réel.

Lemme 2 La correction du champ (1) est de la forme

Xcarr
=

∑

k≥1

(zz̄)k(Cark z∂z + Carkz̄∂z̄),

avec Cark = Uk + ξVk, Uk, Vk ∈ Q[a] définis par

Uk =

∑

M∈Mk,l(M) impair

∑

M∗

Carrω(M∗) B1
[M∗],

Vk = −ξ
∑

M∈Mk,l(M) pair

∑

M∗

Carrω(M∗) B1
[M∗]

(2)

La démonstration repose sur le:

Lemme 3 Le moule Carrω ∈ ξQ si l(ω) est pair, Carrω ∈ Q sinon.

Démonstration On utilise (∗) avec le moule Tram•. On a donc

Carr• = I• + lim
n→∞

(I• − Tram•)◦n.

On sait ([1], lemme 2.1) que Tramω ∈ ξQ si l(ω) est pair et Tramω ∈ Q sinon. On
en déduit

(∗∗) Iω − Tramω ∈ ξQ (resp. Q) si l(ω) pair (resp. impair).

On montre que (∗∗) est stable sous la loi de composition des moules.

Supposons l(ω) = 2m. Si s = 2n dans (∗), alors (I − Tram)‖ω
1‖,...,‖ωs‖ ∈ ξQ .

Comme

(∗ ∗ ∗) l(ω1) + · · · + l(ωs) = 2m
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on doit avoir un nombre pair de suites de longueur impair et donc un nombre pair

de suites de longueur pair. On en déduit (I − Tram)ω
1

· · · (I − Tram)ω
s

∈ Q . Si

s = 2n + 1, alors (I−Tram)‖ω
1‖,...,‖ωs‖ ∈ Q . D’après (∗∗∗), on doit avoir un nombre

pair de suites de longueur impair, donc un nombre impair de suites de longueur pair,

d’où (I − Tram)ω
1

· · · (I − Tram)ω
s

∈ ξQ . On a donc (I − Tram)ω ∈ ξQ .

Si l(ω) = 2m + 1, un raisonnement analogue donne (I − Tram)ω ∈ Q . Comme
Iω = 0 si l(ω) ≥ 2, on a (I − Carr)ω = −Carrω si l(ω) ≥ 2. On en éduit le lemme.

Nous avons donc Car1
m = Um + ξVm avec Um, Vm ∈ Q[a] définis comme dans

(2).

Une version explicite du critère de linéarisation est donc:

Lemme 4 Le champ (1) est formellement linéarisable si et seulement si Cark = 0
∀k ∈ N.

Remarque Ce critère est algorithmique et peut être implémenté sur un logiciel de

calcul formel comme Maple. Des critères analogues peuvent être obtenus en utili-
sant des formes prénormales mais les conditions sont plus complexes. Ceci est dû à
l’annulation du moule Carr pour tout suite ω telle que l(ω) ≥ 2 avec au moins une
composante nulle. Par exemple, pour une perturbation de la forme

P(z, z̄) = a30z3 + a21z2z̄ + a12zz̄2 + a03z̄3,

les 3 premières conditions de linéarisation sont, dans le cas où on utilise la forme
prénormale royale (voir [4]):

Ray1 = a21 = 0,

Ray2 =
1

4
ξ(3|a03|

2 + 4|a12|
2 − 4a12a30) = 0,

Ray3 = −
1

16

(

−24a03a2
12 + 8a03a12a30 − 11|a03|

2a21

+ 9|a2
03a21|a21 + 16ξa21 Re(a12) Im(a30)16ξ Im(a12) Re(a30)

− 20a21|a12|
2 + 4|a30|

2a21

+ 16a21|a21a2
12| + 6a03a2

30 − 24a03a30a12

+ 18a03a12
2
)

= 0.



360 Jacky Cresson

Avec la correction, nous obtenons les conditions suivantes:

Car1 = a21 = 0,

Car2 =
1

2
ξ(3|a03|

2 + 4|a12|
2 − 4a12a30) = 0,

Car3 = −
1

8
(−12a03a2

12 + 4a03a12a30 − 12a03a30a12 + 3a03a2
30 + 9a03a12

2) = 0.

2.3 Variété des centres isochrones

On note A l’ensemble des coefficients ai, j et p = card(A). Pour tout ai, j ∈ A, il
existe un unique M ∈ M tel que BM dépend de ai, j . On note Mai, j

cet élément. On

associe à chaque coefficients ai, j un poids ω = Mai j
· λ. On note Ω = (ω1, . . . , ωp)

l’ensemble des poids associés aux éléments de A.
On note T l’action de C∗ × Ω sur Cp définie par

T : C
∗ × Ω→ C

p,

(

t, (ω1, . . . , ωp)
)

7→ (tω
1

, . . . , tω
p

).

On note Q[A]T l’ensemble des polynômes à variables dans A, à coefficients dans Q ,

invariants sous l’action de T.

Lemme 5 Pour tout k ≥ 1, Uk, Vk ∈ Q[A]T .

Démonstration Soit M = (M1, . . . ,Mr) telle que ‖ω(M)‖ = 0. On a T(Bi
[M]) =

t‖ω(M)‖Bi
[M] pour i = 1, 2, d’où T(Bi

[M]) = Bi
[M].

On déduit des lemmes 4 et 5 que la variété des centres isochrones est une variété

algébrique invariantes sous l’action de T. En suivant l’approche de [2], on peut ob-
tenir des conditions non triviales de linéarisation.

3 Champs de vecteurs à dépendance linéaire

Définition 1 Le champ (1) est dit à dépendance linéaire si pour tout n ≥ 2, il existe
des constantes qn

i ∈ R telles que ai,n−i = qn
i ān−i+1,i−1, pour i = 1, . . . , n.

Par exemple, les champs hamiltoniens sont à dépendance linéaire avec qn
i =

− n−i+1
i

. Par abus de langage, nous appellerons champs de “Darboux” des champs

à dépendance linéaire avec qn
i =

i
n−i+1

. Pour une perturbation de degré n = 2 ou 3
homogène, on retrouve une partie des conditions dites de Darboux [5].

Lemme 6 Soit X = ξ(z∂z − z̄∂z̄) + P(z, z̄)∂z + P(z, z̄)∂z̄, un champ à dépendance
linéaire, où P est un polynôme de valuation n ≥ 2, alors

Carn−1 = an,n−1 + ξ
(

n
∑

i=[ n+1
2

]

αn
i |ai,n−i |

2 +
2n

n + 1
|a0,n|

2
)

,
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où αn
i =

1
2i−n−1

(qn
i − 1)(iqn

i + n− 1− i), i = [n + 1/2] + 1, . . . , n, et si n = 2k alors
Car l = 0 pour l < n − 1 et si n = 2k + 1, Cark = ak+1,k, Car l = 0 pour l < n − 1,

l 6= k.

Démonstration Les composantes homogènes d’ordre n d’un champ à dépendance
linéaire sont B(i−1,n−i) = ai,n−iz

i−1z̄n−i[z∂z + qn
i z̄∂z̄], avec qn

i ∈ R, pour i = [ n+1
2

] + 1
à n. Le poids de B(i−1,n−i) est ωi = ξ(2i − n − 1). L’opérateur de poids opposé
est B(n−i,i−1) = āi,n−i z̄

i−1zn−i[z̄∂z̄ + qn
i z∂z], pour i = [ n+1

2
] + 1 à n. Les suites

M ∈ SM, telles que l(M) ≥ 3 donnent des contributions à Cark avec k ≥ n. Pour
l(M) = 1, seul les opérateurs résonnants interviennent. Ils sont donnés par B(k,k) =

(zz̄)kak+1,k(z∂z − z̄∂z̄), où ak+1,k ∈ R. Autrement dit, seul l’opérateur B(n−1,n−1) in-
tervient dans la composante d’ordre n− 1 de la correction. Pour l(M) = 2, les seules

suites résonantes sont de la forme M =
(

(i−1, n−i), (n−i, i−1)
)

. Un simple calcul
donne [B(i−1,n−i),B(n−i,i−1)] = |ai,n−i |

2(qn
i − 1)(iqn

i + n− 1− i)(zz̄)n−1(z∂z − z̄∂z̄).
On en déduit le lemme.

4 Sur la linéarisation des champs à dépendance linéaire

Les théorèmes 1 et 2 découlent de la proposition suivante sur les champs à dépen-
dance linéaire.

Proposition 1 Soit X un champ de la forme (1), à dépendance linéaire, où P est de
valuation n ≥ 2. On note ql

i ∈ R, le coefficient tel que ai,l−1 = ql
i āl−i+1,i−1 pour tout

i = 0, . . . , l, l ≥ n.
On suppose que les coefficients αl

i =
1

2i−l−1
(ql

i + l− 1− i), sont tels que αl
i > 0 pour

tout l ≥ n.

i) si il existe N ≥ n tel que al,l−1 = 0, pour tout l < N et Re(aN,N−1) = 0,

Im(aN,N−1) > 0, alors le champ n’est pas linéarisable.
ii) si al,l−1 = 0 pour tout l ≥ n, alors X est trivial.

Démonstration Elle se fait par récurrence sur les composantes homogènes. On

commence par noter les résultats suivants:
En l = n, on a Re(Carn−1) = 0 et

Im(Carn−1) = Im(an,n−1) +
∑

i

αn
i |ai,n−i |

2 +
2n

n + 1
|a0,n|

2,(3)

en utilisant le lemme 6.
(a) Si Im(an,n−1) = 0, alors le champ X est linéarisable si et seulement si ai,n−i =

0 pour i = 0, . . . , n.

En effet, X est linéarisable si et seulement si Carn−1 = 0, d’où (a) en remarquant
dans (3) que tous les αn

i sont positifs.
(b) Si Im(an,n−1) > 0 alors le champ X n’est pas linéarisable.
Il suffit de voir que cette condition entraine Im(Carn−1) > 0 via (3).
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Pour démontrer i), on applique le point (a) pour l = n, . . . ,N − 1. On annule
ainsi successivement les composantes homogènes de degré l = n, . . . ,N − 1. On

termine en utilisant (b) sur la composante homogène de degré N .

Le point ii) découle uniquement du point (a) par récurrence. Si on suppose le
champ linéarisable, alors la perturbation du champ se réduit à la perturbation nulle,
d’où la trivialité de X.

4.1 Démonstration des théorèmes 1 et 2

Pour démontrer les théorèmes 1 et 2, il suffit de montrer que αl
i > 0 pour tout

i = 1, . . . , l, et l ≥ 2, et Re(al,l−1) = 0 pour tout l ≥ 2, lorsque X est un champ
hamiltonien ou de Darboux.

Le terme al,l−1 proviens de la composante homogène de degré 2l − 1, dont les

coefficients vérifient ai,2l−1−i = q2l−1
i ā2l−i,i−1. En i = l, on a al,l−1 = q2l−1

l āl,l−1.

Dans le cas hamiltonien ou de Darboux, on vérifie que q2l−1
l = 1, d’où Re(al,l−1) = 0

pour tout l ≥ 2.

Par ailleurs, un simple calcul montre que

αl
i =

2(l + 1)

i(2i − l− 1)
, i =

[ l + 1

2

]

+ 1, . . . , l,

dans le cas hamiltonien, et

αl
i =

i2 + (l − i)2 − 1

l − i + 1
, i =

[ l + 1

2

]

+ 1, . . . , l,

dans le cas Darboux. On a donc bien αl
i > 0 pour tout i = 0, . . . , l et l ≥ 2.

Les théorèmes 1 et 2 découlent donc de la proprosition 1.

4.2 Démonstration du corollaire 1

Soit X un champ de vecteur hamiltonien isochrone. Montrons qu’il est trivial. Par le
lemme 6, il est nécessaire de distinguer le cas n = 2k du cas n = 2k + 1.

Si n = 2k, alors Car l = 0 pour l < 2k − 1 et Car2k−1 = 0 entraine P2k(z, z̄) = 0

par le point ii) du théorème 2.

Si n = 2k + 1, on a Car l = 0 pour l < 2k, l 6= k et Cark = ak+1,k. Comme le

champ est supposé linéarisable, on a ak,k+1 = 0. L’annulation des autres coefficients
de P2k+1(z, z̄) se déduit de l’équation Car2k = 0 via le point ii) du théorème 2.
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CNRS-UMR 6623
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