Exercice : Calcul d'un batiment par la méthode

des déplacements simplifiés

ISA BTP troisiéme année

Année 20162017

Sujet :

Un batiment & 2 niveaux est représenté sur la figure 1. On supposera que les
poutres ont une rigidité infinie devant celle des poteaux.

1.

Hypothése : montrer que cette condition impose que les rotations des
noeuds extrémité des poutres sont nulles.

Discrétisation : discrétiser, dénombrer les inconnues et écrire les équations
du PTV*

Résoudre.

Tracer les diagrammes de l’effort tranchant et du moment fléchissant
dans les poteaux.
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FIGURE 1: Batiment

1 Hypothéses

Les planchers sont supposés infiniment rigides par rapport aux poteaux,
ils ont donc un mouvement de solide. Les hypothéses de longueur de barres
invariantes sur les poteaux imposent donc que les mouvements des planchers
soient horizontaux.



2 Discrétisation

On adopte la discrétisation représentée sur la figure 2. Les numérotations
orientent tous les poteaux du bas vers le haut afin de rendre les équations plus
facile & écrire par la suite.
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FIGURE 2: Batiment

2.1 Degrés de liberté

— Encastrements en 1,4 et 7 :
— Uzl = Uyl = Ugq = Uyq = Ug7 = Uy7 = 0,
— W1 =Wy =Wy = 0
— Les rotations des planchers sont nulles :
— w2:w3=w5:w6:wg:w920
— Longueurs de barres invariantes dans les poteaux
— Uyz = Uy3 = Uy =0
— Uys = Uyg = Uyg = 0
— uygzuygzuy720
— Longueurs de barres invariantes dans les planchers
— Ug2 = Ugs = Ugs
— Ug3 = Uz = Uzx9
Il reste donc deux degrés de liberté qui correspondent aux déplacements hori-
zontaux des niveaux 1 et 2 : Ugo = Uys = Ugs €6 Up3z = Ugg = Ugg-

2.2 Equations du PTV*

Pour chaque degré de liberté, on met en place un déplacement virtuel qui :

— met en ceuvre le mouvement correspondant ;

— respecte les liaisons ;

— rend les barres indéformables (de fagon & ce que la contribution des sol-
licitations au travail virtuel des efforts intérieurs soit nulle) ;

— peut rompre les liaisons entre les barres et les nceuds (le choix de les
rompre uniquement en rotation rend souvent les problémes plus facile &
résoudre) ;

— on fait le choix des déplacements virtuels qui vont rendre les calculs de

Wi les plus faciles, donc on rompt un minimum de liaisons.
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(a) Pour uzo = ugs = ugs (b) Pour uz3 = Uz = Uzo

F1cURE 3: Champs de déplacements virtuels

Pour un mouvement virtuel linéaire en fonction de D’abscisse, les travaux
virtuels des charges uniformément réparties peuvent étre calculés par le produit
de la résultante de la charge par le déplacement du milieu du segment sur laquelle
elle s’applique. On fait donc le calcul sur les barres [12] et [23] séparément.

Dans les deux cas, les barres sont en rotation, le travail virtuel des efforts
intérieurs est la somme des produits des moments des nceuds sur les barres par
les rotations des barres.

Pour u,s = uz5 = uzg on obtient :

Wk, =qHu* —|—qH% = %Hu*

exrt
Wi = (Mg + May)w* + (Mas + Msg)w* + (Meg + Mgy )w*

et v = —Hw*(w*est négatif sur le dessin pour un u*positif, les rotations
virtuelles sont infiniment petites et la tangente est égale a 'angle).

On obtient donc :

(M12 + ]\/[21)0.)* + (M45 + M54)OJ* + (]V[78 + M87)OJ* — %qHQ(JJ* = 0, VOJ*

Mig+May+Mys+Msy+Mrg+Msr=3qH? (1)

Pour ug3 = uzg = uy9 on obtient :
* u*
Wezt = qH?

Wi = (Mas + Msa)w* + (Mse + Msg)w™ + (Mgg + Mog)w*
et vt = —Hw*

Soit :

Mas+Msa+Msg+Mes+Msg+Mos=1qH? (2)

3 Reésolution

3.1 Comportement

Il s’agit dans un premier temps d’exprimer les équations 1 et 2 du PTV*en
fonction des degrés de liberté u,o et uy3. Pour ceci on utilise les équations de
comportement rappelées 3et 4.

Mg + Moy = BEL(v15 — vgy) + MYy + MY, avec

— V12 = —ugy1 =0




— V91 = —Uga (vo1est compté positif dans la direction de 712 = —)
2 2
— La charge appliqué est ¢ = —q% ;,donc MY, = % et MY, = —%
On obtient donc Mo + Moy = 112£IU;E2
de la méme maniére Mys + Mgy = Mrg + Mgy = %Unﬂ

L’équation 1 devient 3128Lv,, = 2qH?>

qH*

Uz2=324FT

Mz + My = 2B (55 — v35) + M3y + M3, avec

H2
— V23 = —Ug2
— U32 = —Ugg ,
— Mgy = et M3, = — 45

On obtient donc Moz + Mzo = 1§JE21 (Uz3 — Ug2)
12E]

de la méme maniére Mss + Mgs = Mgy + Mog = 55" Ug2

L’équation 2 devient 312EL (u,5 — u,0) = 2qH?

4 4
_qH _qH
(Ue3 — Ue2)=7557 Uz3=18ET

4 'Tracé des diagrammes dans les poteaux :

Le chargement étant réparti, il est conseillé de tracer le diagramme des efforts
tranchants dans un premier temps.

4.1 Diagramme des V),
Dans la barre [12]

V. 12E1 Vo 12E1 H

12 = ~g3 (V12 —wo1) + Vip = 75 U2 + Lg

Vi H H H H H
12_q2 q2 =4q y V12 = q27_~_7q2 =0

V)=Vl V,@2)=Va 0]

Dans la barre [23]

_ 12E1 0 _ 12EI qH
Vag =~ (va3 — v32) + Vin = “5 (Ues — Ua2) + %5
_ qH qgH _ 2qH _ _g9H qH _ qH

V=% +5%5 =75 Vo= +5 =3

Vy(2)=Vas=-4  V,(3)=Var="

3

Dans les barres [45]et [78]

12E1 2 _
Vis = —Vsa = “55 (Va5 — Us4) = “p5 Ug2 = %5~




Dans les barres [56]et [89]

Vi = —Vis = 228 (vs6 — ves) = 2B (g — uag) = 4L
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Vy(8)=Vy(9)

—qH —qH
6

—q —aft

FI1GURE 4: Diagramme des efforts tranchants V,

4.2 Diagrammes des moments My,

Dans la barre [12]

_ 6EI 0 _ qH? H? _ ¢qH?
My = Uga + My = 2 2 _LS

H?2 42 122 R
__ 6EI 0 _ gqH H* _ qH
Mgl— quz2+M21—q4 —q12 _q6

L’effort tranchant s’annule au nceud 2 qui correspond & I'extremum de la
parabole.

2 2
My (1)=-Mp=-2= My.(2)= My =2

Dauns la barre [23]

H?2

_ 6EI 0 _ gH gH” _
M3y = e (Ux3_uz2)+M32—7—ﬁ—0

_ BEI 0 _ gH® | qH? _ qH?
Mz = (ugs — Uga) + M35 = + 45 =15
2

Mp.(2)=42 M;.(3)=0

L’effort tranchant s’annule au point M d’abscisse % qui correspond & l'ex-
tremum de la parabole.

3 HH H?

My2(3) = Myo(M) = — [y Vydo = —3 97 5 = -5

2
M. (M)=42

Dans les barres [45]et [78]

2
My (4) = Mya(7) = Mas = =S uzy = =24
My (5) = My.(8) = Msy = Sl ugp = 4L




Dans les barres [56]et [89]

M. (5) = M. (8) — Msg = — 5, (w3 — ua2) = — 45
2
My (6) = My.(9) = Mes = 61521 (Uz3 — Uz2) = %

qH? qH?
qH? 12 12

—qH? —qH? —qH?
3 1 1

FI1GURE 5: Diagramme des moments fléchissants My,

Rappels :

Pour une poutre de longueur /;;, de module d’élasticité E et d’inertie de
flexion I :

4FE1 2F1 6E1
Mij = ——wij + ——wji + —5—(vij — vji) + Mioj (3)
2FE1 4F1 6E1
M;; = 7, i + Ty + (Vi — i) + M, (4)
7 % ij
6E1 12E1
Vij = =5 (wij + wji) + —5—(vij — vji) + Vi (5)
lij lz‘j -
6FE1 12E1
Vii = _LT(Wij +wji) — T(”ij —vji) + V (6)
1] )

— pour une charge uniformément répartie fv;; appliquée sur la travée [1.J] :

2 2
o _ _J; o _ flii y0 _yo _ _ flj
Mij— 127Mji— 127Vij_Vji_ 2

— pour une charge concentrée F'y;; appliquée en milieu de travée [I.J] :

0 _ _ Fly 0 _ Flij 0_10_ F
My = ==+, My = =54, Vi = Vij = =3



