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Chapitre 1

Introduction

1.1 Énoncé d’un problème de mécanique :
Le problème consiste en général à déterminer l’état d’une structure soumise à des sollicitations.
La structure est caractérisée par :
- Sa géométrie.
- Un ou plusieurs matériaux.
Elle est soumise à des sollicitations :
- Des efforts volumiques ou surfaciques.
- Des déplacements imposés (nuls ou non).
- Des températures, des flux de chaleur, ....
- Des vitesses, ....
On souhaite connaître :
- Les déplacements en tout point
- Les déformations, les contraintes, les variables internes en tout point.
- La température ....
- Les fréquences propres.
- ....

1.2 Problème discrétisé :
La résolution analytique des problèmes ne peut se faire que dans un nombre de cas limité

(poutres, plaques, coques . . .) et généralement sous de fortes hypothèses.
On peut simplifier les équations du problème en le discrétisant c’est à dire en vérifiant des

équations en un nombre limité de points. On obtient alors un système d’équations linéaires dont la
taille dépend de la finesse de la discrétisation.

La solution du problème discrétisé est une solution approchée du problème réel.
Les méthodes généralement utilisées sont :
- La méthode des différences finies.
- La méthode des équations intégrales aux frontières.
- La méthode des éléments finis.
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Les méthodes numériques sont très utilisées dans le domaine de la mécanique mais ont un champ
d’application très vaste

1.3 Approche euristique de la méthode : Exemple d’une barre
soumise à un effort

Le fichier de données Cast3M de ce problème est disponible sur ce lien : http://clb.perso.
univ-pau.fr/rdm/isa5/traction1D1.dgibi

1.3.1 Solution analytique :
Soit une barre [AB] encastrée en A et soumise à un effort F en B représentée sur la figure 1.1.

L

A

B

Section S

~x

~F

Figure 1.1: Barre en traction simple

Mise en forme (.. ules.) du problème :
Le champ de déplacement U(x) du problème doit être cinématiquement admissible :
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C’est un champ suffisamment régulier vérifiant les conditions aux limites du problème.

Ici : U(0) = 0.

Le champ de contrainte solution σ(x) doit être statiquement admissible :
C’est un champ suffisamment régulier vérifiant les équations d’équilibre et les conditions aux

limites :.

Ici : div (σ) = dσ
dx = 0 et σ (L) = F

S .

La loi de comportement doit être vérifiée.

σ = Eε avec ε =
dU

dx

La solution du problème en donnée par le champ de déplacements :

U (x) =
F

ES
x+ U (0)

1.3.2 Discrétisation du problème
La structure est séparée en morceaux appelés éléments, le résultat se nomme maillage.
Lors de la discrétisation on voit apparaître des points particuliers situés aux intersections des

éléments nommés nœuds (Figure 1.2).
La solution du problème discrétisé est donnée par la valeur de la fonction un aux n nœuds du

maillage. La variation de la fonction un entre deux nœuds a une forme déterminée à l’avance.
Le déplacement solution du problème discrétisé un de tout point d’un élément est déduit des

déplacements aux nœuds situés aux extrémités de l’élément et de son abscisse x dans le repère de
l’élément.

un (x) = ψi (x)ui + ψj (x)uj

où ui et uj désignent les déplacements des nœuds i et j, ψi et ψj des fonctions d’interpolations (ou
fonctions de forme) décrites plus loin.

Les fonctions ψi sont généralement des fonctions polynomiales des coordonnées et éventuellement
de leurs dérivées. On obtient un interpolation linéaire des déplacements dans l’élément en prenant
ψi (x) = 1− x

l et ψj (x) = x
l :

un (x) =
(

1− x

l

)
ui +

x

l
uj

.
Le déplacement du problème discrétisé est entièrement déterminé à partir des déplacements aux

nœuds et peut être représenté sur la figure suivante.
On peut aussi écrire l’évolution des fonctions d’interpolations en fonction de la coordonnée

réduite ξ = 2x−l
l . De cette manière on utilise la même expression pour toutes les fonctions d’inter-

polation du maillage même si les éléments ne sont pas tous de longueurs identiques, de plus, le fait
que ξ varie entre -1 et 1 nous donnera par la suite certaines propriétés .

Introduction à la méthode des éléments finis Page 6
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A

B

noeuds

3

4
3

4

i j ~xP
x

l

~X

2

2

1

1

5

élément

Figure 1.2: Discrétisation en nœuds et éléments

Le choix de formes polynomiales pour les fonctions d’interpolation et les conditions un(−1) = ui
et un(1) = uj permet de les déterminer de façon unique :

ψi (−1) = 1, ψi (1) = 0, ψj (−1) = 0, ψj (1) = 1

ψi (ξ) = 1−ξ
2 , ψj (ξ) = 1+ξ

2

On peut alors écrire en posant Ue :

[
ui
uj

]
le vecteur des déplacements nodaux et N (ξ) :[

ψi (ξ) ψj (ξ)
]
la matrice des fonctions de forme :

un (ξ) = N (ξ) Ue

La déformation en tout point de l’élément peut alors être déduite :

ε (ξ) = dun
dx = 2

l
dun
dξ = 1

l

[
−1 1

]
Ue

B (ξ) = dN(ξ)
dx , ε (ξ) = B (ξ) Ue

Introduction à la méthode des éléments finis Page 7
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A

B

D
éplacem

ent
U

1

2

3

4

5

1

2

3

4

~X

P x

u
1

u
5

u
2

u
3

u
4

u
(P

)0

Figure 1.3: Champ de déplacement du problème discrétisé

1.3.3 Mise en forme du problème :
On associe aux déplacement nodaux ui et uj , les forces nodales fij et fji par l’intermédiaire de

la matrice de rigidité élémentaire Ke.{
fij = ES

l (ui − uj)
fji = ES

l (uj − ui)

soit :
Ke =

ES

l

[
1 −1
−1 1

]
en posant

Fe =

[
fij
fji

]
nous obtenons :

Fe = KeUe

Remarquons que fi et fj sont les actions exercées sur l’élément aux nœuds i et j, nous pouvons les
relier à l’effort normal N donc : N(0) = −fi et N(l) = fj

Introduction à la méthode des éléments finis Page 8
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1.3.4 Résolution du problème discrétisé :
La solution du problème est donnée par la matrice de rigidité (qui le dépend que de la géométrie

de la structure et de sa discrétisation) et les conditions aux limites (qui interviennent dans les
vecteurs des efforts nodaux et des déplacements nodaux)[

f12

f21

]
= ES

l

[
1 −1
−1 1

] [
0
u2

]
,
[
f23

f32

]
= ES

l

[
1 −1
−1 1

] [
u2

u3

]
[
f34

f43

]
= ES

l

[
1 −1
−1 1

] [
u3

u4

]
,
[
f45

F

]
= ES

l

[
1 −1
−1 1

] [
u4

u5

]
en notantfei : action du nœud i sur l’élémente

L’équilibre de chacun des nœuds permet d’écrire :

f21 + f23 = 0, f32 + f34 = 0, f43 + f45 = 0

Au total on peut présenter le problème assemblé :
f12

0
0
0
F

 =
ES

l


1 −1 0 0 0
−1 1 + 1 −1 0 0
0 −1 1 + 1 −1 0
0 0 −1 1 + 1 −1
0 0 0 −1 1




0
u2

u3

u4

u5

 avec l =
L

4

F = KU

Où F est le vecteur des effort, U le vecteur des déplacements et K la matrice de rigidité.
Le système peut être résolu numériquement de façon aisée car la matrice K possède de bonnes

propriétés :
Elle est symétrique, sa structure est de type bande, ce qui permet un stockage limité de termes.

1.3.5 Solution du problème discrétisé :


f12

0
0
0
F

 =
4ES

L


1 −1 0 0 0
−1 2 −1 0 0
0 −1 2 −1 0
0 0 −1 2 −1
0 0 0 −1 1




0
u2

u3

u4

u5




f12 = − 4ES
L u2 ⇒ u2 = − L

4ES f12

0 = 4ES
L (2u2 − u3)⇒ u3 = 2u2

0 = 4ES
L (−u2 + 2u3 − u4)⇒ u4 = −u2 + 2u3 = 3u2

0 = 4ES
L (−u3 + 2u4 − u5)⇒ u5 = −u3 + 2u4 = 4u2

F = 4ES
L (−u4 + u5)⇒ u2 = FL

4ES

Introduction à la méthode des éléments finis Page 9



Institut Supérieur Aquitain du Bâtiment et des Travaux Publics Quatrième année

1.3.6 Calcul des déformations :

La déformation dans l’élément 1 est : ε1 =
[
− 1
l

1
l

] [ u1

u2

]
= F

ES . La déformation dans les

autres éléments est identique.

1.3.7 Évaluation de la solution :

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Un(x)ES
FL

x
L

Discrétisé

×

×

×

×

×
×

Continu

Figure 1.4: Déplacement dans la barre

La solution en déplacement est exacte en tout point de la structure (aux nœuds et en tout point
des éléments) par conséquent les solutions en déformation et en contraintes sont aussi exactes. Ceci
vient du fait que les fonctions d’interpolation sont du même ordre que la solution analytique. La
solution aurait aussi été exacte avec un seul élément. On remarquera que le champ de contrainte
obtenu : σ = F

S est statiquement admissible.
La solution en déplacement est cinématiquement admissible, la solution en contrainte est stati-

quement admissible, la loi de comportement est vérifiée ; la solution du problème discrétisé est donc
la même que celle du problème continu.

1.4 Barre soumise à son poids propre :
La structure précédemment étudiée est maintenant sollicitée par son poids propre.
Le fichier de données Cast3M de ce problème est disponible sur ce lien : http://clb.perso.

univ-pau.fr/rdm/isa5/traction1D2.dgibi.
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L

A

B

Section S

~x

~f

Figure 1.5: Barre soumise à une charge répartie

1.4.1 Solution analytique :
On note ρ la masse volumique du matériau constituant la barre et g l’accélération de la pesanteur.
Le champ de contrainte statiquement admissible vérifie : dσdx + ρg = 0 et σ (L) = 0
Ce qui donne : σ = −ρg (X − L)
D’autre part nous avons :σ = Eε, ε= du

dxet u (0) = 0.
Le champ de déplacement solution du problème continu est donc :

u (X) =
ρg

E

(
LX − X2

2

)

1.4.2 Solution du problème discrétisé :
On utilise la discrétisation du problème précédent (donnée en 1-1-2), nous avons donc la même

matrice de rigidité.
Il s’agit donc de déterminer le vecteur des efforts correspondant à notre problème.

Introduction à la méthode des éléments finis Page 11
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La masse de l’élément est reportée aux nœuds et on obtient l’approximation suivante :

j

i

j

i

fi = fj =
ρgSl
2

ρgS

fi

fj

l

Figure 1.6: Forces équivalentes aux nœuds

Le vecteur élémentaire des efforts nodaux est donc Fe
T = ρglS

[
1
2

1
2

]
.

En assemblant le vecteur des effort nodaux on obtient :FT = ρglS
[

1
2 1 1 1 1

2

]
.

Le champ un solution du problème discrétisé est solution du système d’équations :
f12

0
0
0
0

+
ρgLS

4


1
2
1
1
1
1
2

 =
4ES

L


1 −1 0 0 0
−1 2 −1 0 0
0 −1 2 −1 0
0 0 −1 2 −1
0 0 0 −1 1




0
u2

u3

u4

u5


La résolution du système peut se faire de la manière suivante :

u2 = − L
4ES

(
f1

1 + ρgLS
8

)
= − L

4ES f
1
1 −

ρgL2

32E

u3 = 2u2 − ρgL2

16E

u4 = 3u2 − 3ρgL2

16E

u5 = 4u2 − 6ρgL2

16E

u5 = u4 + ρgL2

32E

⇒



u2 = 7ρgL2

32E

u3 = 3ρgL2

8E

u4 = 15ρgL2

32E

u5 = ρgL2

2E
f1

1 = −ρgLS

1.4.3 Calcul des déformations :
Les déformations sont obtenues à partir de la matrice B et du champ de déplacement un.

ε1 =
1

l
(u2 − u1) =

28ρgL

32E
, ε2 =

20ρgL

32E
, ε3 =

12ρgL

32E
, ε4 =

4ρgL

32E

Introduction à la méthode des éléments finis Page 12



Institut Supérieur Aquitain du Bâtiment et des Travaux Publics Quatrième année

1.4.4 Évaluation de la solution :
La solution en déplacement est exacte aux nœuds mais le degré de l’interpolation est insuffisant

pour représenter correctement le champ de déplacement dans les éléments (figure1.7).

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Un(x)ES
FL

x
L

Discrétisé

♦

♦

♦

♦
♦

♦
Continu

Figure 1.7: Solution en déplacement

Les champ de déformation et de contrainte sont par conséquent inexacts puisque l’approximation
donne des champs constants par élément alors que la solution du problème continu est linéaire (figure
1.8).

Le champ de contrainte solution du problème n’est pas statiquement admissible :
— Les conditions aux limites ne sont pas exactement respectées en X = L.
— Le champ n’est pas continu.

La solution du problème discrétisé dépend de la taille des mailles (ou éléments), plus la taille des
mailles diminue, plus la solution du problème discrétisé est proche de la solution du problème
continu.
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0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

σ
ρgL

x
L

Discrétisé
♦ ♦

♦ ♦

♦ ♦

♦ ♦

♦
Continu

Figure 1.8: Contrainte dans la barre

Introduction à la méthode des éléments finis Page 14



Institut Supérieur Aquitain du Bâtiment et des Travaux Publics Quatrième année

L

A

B

Section S

ϕB = H(TB − T∞)

~x

TA = 0

Figure 1.9: Barre soumise à un flux convectif

1.5 Barre soumise à un flux convectif :
La discrétisation d’un problème de thermique se fait de la même manière que pour un problème

de mécanique. L’inconnue principale du problème est alors la température T .

Soit une barre [AB] de longueur L et de section S soumise à une température TA = 0 A un flux
convectif ϕB = H(TB − T∞) en B.

1.5.1 Solution analytique :
— Le champ de température T (x) est cinématiquement admissible (C.A.) :

— T (x) est de classe C1 en x
— T (0) = 0

— Le comportement est vérifié :
— Q = −λS dTdx

— Le flux thermique Q(x) est statiquement admissible (S.A.)
— dQ

dx = 0 et Q(L) = ϕB = H(TB − T∞)

— ∂2T
∂x2 = 0

donc
— ∂T

∂x = cste, or −λS dTdx (L) = ϕb Z=⇒ dT
dx = − ϕb

λS
— T(x)=- ϕbλSx + Cste et T (0) = TA = 0

— TB = −H(TB−T∞)
λS L

TB = HLT∞
λS+HL , ϕB = − λS

λS+HLHT∞, T (x) = HLT∞
λS+HL

x
L

1.5.2 Solution du problème discrétisé :
Discrétisation On utilise des fonctions de forme identiques à celles de la mécanique.

— Tn(x) = ψi(ξ)Ti + ψj(ξ)Uj
— ψi (ξ) = 1−ξ

2 et ψj (ξ) = 1+ξ
2

— Soit sous la forme matricielle :
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2 3 4 51

l = L/4

Figure 1.10: Problème thermique discrétisé

— Te :

[
Ti
Tj

]
le vecteur des déplacements nodaux

— N (ξ) :
[
ψi (ξ) ψj (ξ)

]
la matrice des fonctions de forme

Le flux de chaleur est obtenu par dérivation :
— Q(ξ) = −λS dT (ξ)

dx = −λS dT (ξ)
dξ

dξ
dx = −λSl

dT (ξ)
dξ

— Q(ξ) = − 2λS
l

d
dξ

[
1−ξ

2
1+ξ

2

] [ Ti
Tj

]
— Q(ξ) = −λSl

[
−1 1

] [ Ti
Tj

]
— Soit B (ξ) = 1

l

[
−1 1

]
B (ξ) =

dN (ξ)

dx
, q (ξ) = −λSB (ξ) Te

Equilibre d’un élément
— Qij +Qji = 0

—
{
Qij = −λSl (Ti − Tj)
Qji = −λSl (Tj − Ti)

— soient
— Ke = λS

l

[
1 −1
−1 1

]
la matrice de conductivité élémentaire

— Qe =

[
Qij
Qji

]
le vecteur des efforts élémentaires

Qe = −KeTe

Équilibre du système

[
Q12

Q21

]
= λS

l

[
1 −1
−1 1

] [
0
T2

]
,
[
Q23

Q32

]
= λS

l

[
1 −1
−1 1

] [
T2

T3

]
[
Q34

Q43

]
= λS

l

[
1 −1
−1 1

] [
T3

T4

]
,
[

Q45

H(T5 − T∞)

]
= λS

l

[
1 −1
−1 1

] [
T4

T5

]


Q12

Q21 +Q23

Q32 +Q34

Q43 +Q45

−HT∞


=−λSl



1 −1 0 0 0
−1 1 + 1 −1 0 0
0 −1 1 + 1 −1 0
0 0 −1 1 + 1 −1
0 0 0 −1 1





0
T2

T3

T4

T5


−H



0
0
0
0
T5
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Q12

0
0
0

−HT∞

 = −


λS
l −λSl 0 0 0
−λSl 2λSl −λSl 0 0

0 −λSl 2λSl −λSl 0
0 0 −1 2λSl −λSl
0 0 0 −λSl

(
λS
l −H

)




0
T2

T3

T4

T5




Q12 = 4λS
L T2 ⇒ T2 = L

4λSQ12

0 = − 4λS
L (2T2 − T3)⇒ T3 = 2T2

0 = − 4λS
L (−T2 + 2T3 − T4)⇒ T4 = −T2 + 2T3 = 3T2

0 = − 4λS
L (−T3 + 2T4 − T5)⇒ T5 = −T3 + 2T4 = 4T2

−HT∞ = − 4λS
L (−T4 + T5)−HT5 ⇒ T2 = HLT∞

4(HL+λS)

T1 = 0, T2 =
HLT∞

4 (HL+ λS)
, T3 =

HLT∞
2 (HL+ λS)

T4 =
3HLT∞

4 (HL+ λS)
, T5 =

HLT∞
HL+ λS

La solution éléments finis coïncide ici avec la solution analytique.
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Chapitre 2

La méthode des éléments finis en
mécanique :

2.1 Introduction :

2.1.1 Notations :
La structure (voir figure 2.1) sera notée Ω avant la déformation et Ω′ après la déformation.
La frontière de Ω sera notée ∂Ω .
Le déplacement ~Ud est imposé sur la partie ∂1Ω de ∂Ω.
Les efforts surfaciques ~Fd sont imposés sur la partie ∂2Ω de ∂Ω.
Les efforts volumiques ~fd sont imposés sur Ω

∂2Ω

∂1Ω

~Fd

~Fd

~Fd

~Fd

~Ud

~Ud

~Ud

Ω

Figure 2.1: Structure étudiée
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{
∂Ω = ∂1Ω ∪ ∂2Ω
∂1Ω ∩ ∂2Ω = ∅

On ne peut pas imposer en un même lieu un déplacement et un effort dans la même direction.

2.1.2 Hypothèses prises dans la suite du chapitre
Hypothèse des petits déplacements : Ω′ ≈ Ω
Les phénomènes thermiques ainsi que les quantités d’accélération seront négligés.
Remarque : Ces hypothèses sont prises afin de faciliter la présentation du cours, la méthode

permet de traiter des problèmes en grands déplacements et des problèmes thermiques.

2.1.3 Convention de l’indice répété
Dans la suite du cours, et pour alléger les notations nous allons utiliser une partie des conventions

habituellement appelées "notations d’Einstein". Il s’agit de considérer une somme chaque fois qu’un
indice est répété :

aibi =

n∑
i=1

aibi ou aiCijbj =

n∑
i=1

ai

 n∑
j=1

Cijbj


2.1.4 Champ de déplacement cinématiquement admissible

C’est un champ de déplacement défini sur la structure Ω vérifiant les conditions imposées sur
∂1Ω et suffisamment régulier pour que la déformation puisse être calculée en tout point.

2.1.5 Énoncé du théorème de l’énergie potentielle :
Il existe un référentiel Galiléen et un chronologie tels que le champ de déplacement ~u solution

du problème posé minimise l’énergie potentielle Φ qui s’écrit compte tenu des hypothèses :

Φ = c+
1

2

∫
Ω

Tr (σε (~u)) dv −
∫

Ω

~fd~udv −
∫
∂1Ω

~Fduds

Où c désigne une constante.

2.2 Méthode de Ritz-Galerkin :
La méthode de Ritz-Galerkin consiste à rechercher une solution en déplacement sous la forme

~u(x, y, z) =
∑n
i=1Xi~ϕi(x, y, z) où :

— les Xi désignent les degrés de liberté dont les inconnues du problème.
— les ~ϕi(x, y, z) sont les fonctions de forme ou fonctions de base judicieusement choisies de

façon à approcher au mieux la solution du problème.
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2.2.1 Théorème de l’énergie potentielle :
Nous cherchons un champ de déplacement pour le problème discrétisé, si les fonctions de forme

ne permettent pas d’obtenir la solution exacte, la solution du problème discrétisé ne vérifiera donc
pas forcément exactement les équations d’équilibre, on utilise alors une écriture intégrée du premier
principe de la thermodynamique : le théorème de l’énergie potentielle.

Le champ déplacement ~u solution du problème vérifie :
Trouver ~ucinématiquement admissible minimisant la fonctionnelle J (~u)

~u 7→ J (~u) = 1
2

∫
Ω
Tr (σ : ε (~u)) dΩ−

∫
Ω
~fd · ~udΩ−

∫
∂2Ω

~Fd · ~udS
σ = Cε (~u)

2.2.2 Discrétisation, fonctions de base :
Au lieu de chercher la solution du problème sur un ensemble infini de possibilités, nous re-

streignons l’espace de recherche à l’ensemble fini de fonctions définies par n degrés de liberté Xi ,
i = 1 . . . n et des fonctions de base donnant le champ de déplacement en tout point de la structure
en fonction des Xi.

On définit l’espace des champs de déplacements discrétisé par Un l’ensemble de champs de
déplacements ~u(x, y, z) générés par les fonctions de base :

∀ ~u(x, y, z) ∈ Un, ∃ (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn t.q. ~u(x, y, z) =

n∑
i=1

Xi~ϕi(x, y, z) (2.1)

où :
— les Xi sont les inconnues du problème ou degrés de liberté et désignent les déplacements des

nœuds du maillage.
— les ~ϕi désignent les fonctions de base ou fonctions de forme. Ces fonctions sont complètement

déterminées par le choix de la discrétisation et sont considérées comme connues. Leur nombre
est égal au nombre de degrés de liberté.

Le nombre de degrés de liberté et la complexité de fonctions de base conditionnent la dimension de
l’espace de recherche Un et donc la qualité de la solution discrétisée.

2.2.3 Réécriture du problème :
La fonctionnelle J est minimisée sur l’espace Un de dimension fini. (La solution du problème

réel minimise la fonctionnelle sur un espace de dimension infini.).
La résolution du problème discrétisé est solution du problème suivant :

Trouver X



X1

X2

...

...
Xn

 rendant ~un =
∑n
i=1Xi~ϕi = Xi~ϕi cinématiquement admissible et mini-

misant la fonctionnelle J1 (X) :{
Rn → R
X 7→ J1

(
X) = 1

2

∫
Ω

Tr (ε (Xi~ϕi) Cε (Xi~ϕi)) dΩ−
∫
Ω
~fd ·Xi~ϕidΩ−

∫
∂2Ω

~Fd ·Xi~ϕidS
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Remarques :
La solution est unique pour une discrétisation donnée si l’ensemble des conditions limites em-

pêche tout mouvement de solide.
La solution dépend à priori du choix de la discrétisation et plus l’espace Un permettra de

représenter la réalité (en général on peut dire plus la discrétisation sera fine), meilleure sera la
solution.

2.2.4 Écriture matricielle :
Posons :

Π = 1
2

∫
Ω
Tr (ε (Xi~ϕi)Cε (Xj ~ϕj)) dΩ

Π = 1
2Xi

∫
Ω
Tr (ε (~ϕi)Cε (~ϕj)) dΩ Xj

Π = 1
2XiKijXjavec Kij =

∫
Ω
Tr (ε (~ϕi)Cε (~ϕj)) dΩ

Soit sous forme matricielle : Π= 1
2XtKX

K est la matrice de rigidité de la structure discrétisée, de par sa construction on peut affirmer que
K est symétrique.

Posons de même :

Θ = −
∫

Ω
~fd ·Xi~ϕidΩ−

∫
∂2Ω

~Fd ·Xi~ϕidS

Θ = −Xi

(∫
Ω
~fd~ϕidΩ +

∫
∂2Ω

~Fd~ϕidS
)

Θ = −XiFiavec Fi =
∫

Ω
~fd~ϕidΩ +

∫
∂2Ω

~Fd~ϕidS

Soit sous forme matricielle : Θ = −XtF

Le problème peut alors s’écrire :
Trouver X rendant ~u = xi~ϕi cinématiquement admissible et minimisant la fonctionnelle

J1(X) : ∣∣∣∣ Rn → R
X 7→ J1 (X) = 1

2XtKX −XtF

Le minimum de la fonctionnelle J1 correspond à un point de dérivée nulle.

dJ1 (X) = 1
2dX

tKX + 1
2XtKdX− dXtF

dJ1 (X) = dXtKX− dXtFcar Kest symétrique
dJ1 (X) = 0⇒ KX = F

Finalement la solution du problème est solution de :
Trouver X rendant ~u = Xi~ϕi cinématiquement admissible tel que

KX = F (2.2)

avec
— K est la matrice de rigidité.
— X est le vecteur des degrés de liberté.
— F est le vecteur des forces nodales.
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2.3 Calcul pratique de la matrice de rigidité et du vecteur des
efforts :

Plaçons nous pour simplifier la présentation dans un élément. On va premièrement définir la
matrice de rigidité élémentaire puis la procédure d’assemblage.

2.3.1 Matrice des fonctions de forme et sa dérivée :
Le déplacement de tout point d’un élément est déduit de la coordonnée réduite ξ de ce point

dans l’élément et des fonctions de forme (dans le cas de problèmes multidimensionnels, ξ est un
vecteur)

Un (ξ) =

n1∑
i=1

xiϕi (ξ) (2.3)

Où n1 désigne le nombre de degrés de liberté par élément. Chaque nœud pouvant comporter plu-
sieurs degrés de liberté (par exemple en mécanique bidimensionnelle : déplacements horizontaux et
verticaux), le nombre de degrés de liberté dans l’élément correspond au nombre de nœuds multiplié
par le nombre de degrés de liberté par nœud.

Si Ue est le vecteur des déplacements nodaux et N la matrice des fonctions de forme, on peut
écrire :

Un (ξ) = N(ξ)Ue (2.4)

avec :

N(ξ) =
[
ϕ1(ξ) ϕ2(ξ) . . . . . . ϕn1(ξ)

]
et Ue =



x1

x2

...

...
xn1

 (2.5)

La matrice N(ξ) est la matrice des fonctions de forme.
Dans le cas où on fait l’hypothèse que les déformations restent petites, la déformation en tout

point de l’élément est calculée avec l’opérateur gradient ∇.

ε(ξ) =
1

2

[
∇ (Un(ξ)) +∇t (Un(ξ))

]
(2.6)

L’opérateur ∇ fait intervenir les dérivées spatiales et on peut écrire :

ε(ξ) =
1

2

[
∇ (N(ξ)Ue) +∇t (N(ξ)Ue)

]
soit :

ε(ξ) =
1

2

[
∇ (N(ξ)) +∇t (N(ξ))

]
Ue

ou
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ε(ξ) = B(ξ)Ueavec B(ξ) =
1

2

[
∇ (N(ξ)) +∇t (N(ξ))

]
(2.7)

La matrice B(ξ) est la matrice des dérivées spatiales des fonctions de forme.

2.3.2 Matrice de rigidité :
La matrice de rigidité élémentaire Ke est définie par :

Keij =

∫
Ωe

Tr (ε (~ϕi) Cε (~ϕj)) dΩ

ou

Ke =

∫
Ωe

BtCBdΩ (2.8)

2.3.3 Vecteur des efforts
Le vecteur des efforts élémentaires Fe est défini par :

Fei =

∫
Ω

~fd~ϕidΩ +

∫
∂2Ω

~Fd~ϕidS

Soit encore :

Fe =

∫
Ω

fdNdΩ +

∫
∂2Ω

FdNdS (2.9)

2.3.4 Méthode d’assemblage :
L’assemblage permet d’obtenir la matrice de rigidité globale et le vecteur des efforts à partir de

la matrice de rigidité élémentaire et du vecteur des efforts élémentaire.
Lors de la construction du maillage apparaissent des éléments et des nœuds, un exemple de

maillage est représenté sur la figure 2.2. La numérotation des nœuds peut se faire de façon globale
(numérotation relative au maillage entier) ou locale (numérotation relative à un élément particulier).

La correspondance entre les numérotations locale et globale se fait par la matrice de connectivité
habituellement notée L.

Le numéro global du iième noeud du jième élément est L(i, j).
Dans l’exemple précédent les numéros des nœuds de l’élément 3 sont :

L(1, 3) = 4 ; L(2, 3) = 5 ; L(3, 3) = 2
La matrice de rigidité globale s’obtient en faisant la somme pour chaque nœud (numérotation

globale) des termes correspondants dans les matrices élémentaires des éléments connectés au nœud.
Un exemple d’assemblage est exposé au chapitre 4.6.3.
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2

3 7

4 5 6

2
3

4
5

6

Numérotation locale

1

7

Numérotation globale

31

2

3
1

Figure 2.2: Maillage
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Chapitre 3

Éléments massifs :

Les éléments massifs utilisent uniquement des degrés de libertés en déplacement, contrairement
aux éléments de structures (éléments du type poutre, coques et plaques) qui utilisent aussi des
degrés de libertés en rotation. Le nombre de degrés de libertés par nœud correspond donc à la
dimension de l’espace discrétisé : 2 dans le cas d’une approche en contraintes planes, déformations
planes ou axisymétrique et 3 dans le cas d’une approche tridimensionnelle. Dans ce qui suit, nous
allons voir quelques éléments bidimensionnels parmi les plus courants, l’approche permettant de
développer un élément tridimensionnel est identique mais met en œuvre un plus grand nombre
d’équations.

3.1 Éléments triangulaires à trois nœuds (TRI3).
Ce sont les éléments bidimensionnels les plus simples et les plus couramment utilisés (quelquefois

à tort). Ces éléments sont basés sur une géométrie triangulaire :
Dans la base de référence

(
~X, ~Y

)
, on note ui et vi les projections du déplacement du noeud

I sur les vecteurs de base (figure 3.1). L’élément triangulaire à 3 nœuds possède donc 6 degrés de
liberté.

3.1.1 Matrice des fonctions de forme :

Le déplacement U

[
u
v

]
d’un point M de coordonnées

[
x
y

]
est déduit de la matrice des fonc-

tions de forme N et du vecteur déplacement élémentaire X tel que Xt =
[
ui vi uj vj uk vk

]
.

Comme les déplacements u et v sont indépendants, nous obtenons pour U :

[
u (x, y)
v (x, y)

]
=

[
ϕi (x, y) 0 ϕj (x, y) 0 ϕk (x, y) 0

0 ψi (x, y) 0 ψj (x, y) 0 ψk (x, y)

]

ui
vi
uj
vj
uk
vk
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I

~Y

~X

K

ui

J

I’

J’

K’
vi

uj

vj

uk

vk

Figure 3.1: Élément triangulaire à 3 nœuds.

Les conditions sur les fonctions de forme peuvent être résumées par les équations :

ϕi(J) = δij , ψi(J) = δij

où δij désigne le symbole de kronecker : δij = 0 si i 6= j et δij = 1 si i = j
Les conditions sont identiques pour les fonctions ϕ et les fonctions ψ. Ces fonctions dépendent

de 2 variables et sont déterminées par 3 conditions, ce sont donc des fonctions bilinéaires. Les
déplacements d’un point de l’élément peuvent être représentés par le schéma ci-dessous :

on peut écrire :

ϕi(x, y) = aix+ biy + ci aixi + biyi + ci = 1
aixj + biyj + ci = 0
aixk + biyk + ci = 0

⇒


ai =

yj−yk
D

bi =
xk−xj
D

ci =
xjyk−xkyj

D

avec D = (xi − xj) (yk − yj)− (yi − yj) (xk − xj)

(3.1)

les autres fonctions de forme sont obtenues par permutation des indices i, j, k.
Remarque :
ϕi, ϕjet ϕksont les coordonnées barycentriques du point M dans le triangle IJK (figure 3.3) :
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uj

uk

ui

U(x, y)

y

x I

J

K

M

U(x, y)

x

y

Figure 3.2: Champ de déplacements dans un triangle

J

K

MI

Ak

Aj

Ai

Figure 3.3: Coordonnées barycentriques

si on note A l’aire du triangle : 2A = ‖∧‖, on a également2Ai = ‖∧‖, 2Aj = ‖∧‖ et 2Ak = ‖∧‖

ϕi (x, y) = Ai
A

ϕj (x, y) =
Aj
A

ϕk (x, y) = Ak
A

3.1.2 Calcul des déformations :
En prenant l’hypothèse des petites perturbations, nous avons :ε = 1

2

(
∇U +∇tU

)
En contraintes planes ou déformations planes :

ε :

 ε11 ε12 0
ε12 ε22 0
0 0 ε33
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en contraintes planes, ε33 est calculé à partir de σ33=0 ; en déformations planes ε33=0

on note généralement : ε̃

 ε11

ε22√
2ε12

 et σ̃

 σ11

σ22√
2σ12

 ainsi l’énergie élastique par exemple s’écrit :W =

1
2σ : ε = 1

2 σ̃.ε̃
remarque : dans certains codes industriels (dont la conception est souvent relativement ancienne)

la notation suivante est utilisée :

ε̃

 ε11

ε22

2ε12

 et σ̃

 σ11

σ22

σ12

cette notation a le désavantage de traiter différemment les contraintes

et les déformations : si on veut par exemple calculer les valeurs propres d’une matrice, il faudra
reconnaître au préalable si la matrice représente des contraintes ou des déformations.

ε̃

 ε11

ε22√
2ε12

=


du
dx
dv
dy√

2
2

(
du
dy + dv

dx

)
 =

 d
dx 0
0 d

dy
d
dy

d
dx

[ u
v

]
ε̃ = ∂̃Ue = ∂̃ (NXe) =

(
∂̃N
)

Xe = BXe

on obtient donc : B = ∂̃N =

 bi 0 bj 0 bk 0
0 ai 0 aj 0 ak
ai√

2
bi√

2

aj√
2

bj√
2

ak√
2

bk√
2


Comme on pouvait s’y attendre, les déformations sont constantes dans l’élément ce qui limite le
champ d’application de ces éléments aux problèmes pour lesquels les gradients de déformations sont
faibles.

3.1.3 Calcul des contraintes :
Les contraintes sont calculées à partir des déformations et des données sur la loi de comporte-

ment : σ̃ = Cε̃
Dans le cas bidimensionnel, l’expression de la matrice C dépend de l’hypothèse prise :

3.1.3.1 Cas des déformations planes :

L’hypothèse des déformations planes s’applique au problèmes généralement de forte épaisseur
dont les déplacements perpandiculaires au plan de modélisation sont bloqués. On peut considérer
alors que la déformation ε33 = 0. Un exemple classique est le cas d’un barrage, le cas du barrage
de San Fernando qui a subi un temblement de terre en 1971.

La matrice C peut directement être déduite des paramètre de Lamé : λ = Eν
(1+ν)(1−2ν) et µ =

E
2(1+ν) :

C :

 λ+ 2µ λ 0
λ λ+ 2µ 0
0 0 2µ


3.1.3.2 Cas des contraintes planes :

L’hypothèse des contraintes planes s’applique au problèmes généralement de faible épaisseur
pour lesquels on peut considérer que la contrainte σ33 = 0.
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Figure 3.4: Exemple de calcul en déformation plane [13]

On peut prendre par exemple le cas traité au chapitre 5.1 et représenté sur la figure 5.1.
En contraintes planes, il faut avant tout calculer ε33 à partir de l’équation σ33 = 0.

σ33 = 2µε33 + λ (ε11 + ε22 + ε33) = 0

ε33 = −λ(ε11+ε22)
λ+2µ soit : (ε11 + ε22 + ε33) = 2µ

λ+2µ (ε11 + ε22)

en posant λ’ = 2µ
λ+2µon obtient : C :

 λ′ + 2µ λ′ 0
λ′ λ′ + 2µ 0
0 0 2µ


3.2 Calculs axisymétriques :

Les calculs axisymétriques sont applicables aux problèmes concernant une géométrie de révolu-
tion à symétrie axiale soumis à des chargements possédant la même symétrie :

par exemple : une tour de refroidissement soumis à son propre poids peut être simulée par un
calcul axisymétrique, si la tour est soumise aux actions du vent, il faudra faire un calcul tridimen-
sionnel (figure ??).

Un élément d’un maillage axisymétrique représente un tore qui a pour base l’élément (figure
??).

3.2.1 Déplacements :
Pour des raisons de symétrie, les composantes du déplacement d’un point M de coordonnées

(r, θ, z) se réduisent à ur(r, z) et uz(r, z) (figure ??) ces deux composantes représentent les degrés

de liberté de chaque noeud : Ue =

[
ur
uz

]

3.2.2 Calcul des déformations :
Les composantes du tenseur des déformations sont :

εrr =
dur
dr

, εθθ =
ur
r
, εzz =

duz
dz

, εrz =
1

2

(
duz
dr

+
dur
dz

)
, εrθ = εθz = 0
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Calcul tridimensionnel

action du vent

Calcul axysimétrique

~g

Figure 3.5: Sollicitations sur une structure axisymétrique

nous poserons dans ce cas : ε̃ =


εrr
εθθ
εzz√
2εrz

,

l’opérateur ∂̃peut alors s’écrire : ∂̃


d
dr 0
1
r 0
0 d

dz
1√
2
d
dz

1√
2
d
dr


3.2.3 Calcul des contraintes :

Le tenseur des contraintes est représenté par le vecteur σ̃ =


σrr
σθθ
σzz√
2σrz

 et est calculé à

partir des déformations par l’intermédiaire de la matrice de comportement C : σ̃ = Cε̃ avec :

C :


λ+ 2µ λ λ 0
λ λ+ 2µ λ 0
λ λ λ+ 2µ 0
0 0 0 2µ
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axe

élément 

Figure 3.6: représentation d’un élément en axisymétrique

uθ(r, z)

θ

z
r

M

uz(r, z)

y

x

O

Figure 3.7: Déplacements axisymétriques

3.3 Éléments quadrilatères à 4 nœuds (QUA4) :
Ces éléments sont basés sur une géométrie de type quadrilatère, les nœuds sont placés à chaque

angle du quadrilatère.
Afin de limiter les calculs, ceux-ci sont effectués dans un espace unitaire noté U , une transfor-

mation notée T est effectuée sur l’élément pour se placer dans un espace géométrique originalG.
La transformation T est biunivoque si le déterminant du jacobien correspondant au changement

de variable est non nul :

J =

[
dx
dξ

dy
dξ

dη
dξ

dη
dξ

]
, Det(J) 6= 0 ,le déterminant est nul si l’élément est plat (figure ??)
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X

Y
2

4

1

3

ξ

η

1-1

-1

1 12

3 4

Espace unitaire UEspace géométrique G

T

Figure 3.8: Transformation T

élément applati

1 2 3 4

3

41

2

Det(J) = 0

Det(J ' 0

élément plat

Figure 3.9: Géométrie d’éléments à éviter

3.3.1 Fonctions de forme dans l’espace unitaire :

Soit un point P de l’élément défini par ces coordonnées dans l’espace unitaire U : P
[
ξ
η

]
, le

vecteur déplacement Ue

[
u(ξ, η)
v(ξ, η)

]
de P est donné par la matrice Ndes fonctions de forme et le

vecteur Xe des degrés de liberté dans l’élément : XT
e :
[
u1 v1 u2 v2 u3 v3 u4 v4

]
:

[
u(ξ, η)
v(ξ, η)

]
=

[
ϕ1 0 ϕ2 0 ϕ3 0 ϕ4 0
0 ϕ1 0 ϕ2 0 ϕ3 0 ϕ3

]


u1

v1

u2

v2

u3

v3

u4

v4


(3.2)
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avec ϕ1 (1, 1) = 1, ϕ1 (−1, 1) = 0, ϕ1 (−1,−1) = 0, ϕ1 (1,−1) = 0
ϕ1 (ξ, η) = a1ξη + b1ξ + c1η + d1 = 1

4 (ξ + 1) (η + 1)
Les fonctions de forme sont des fonctions bi-quadratiques auxquelles on a élevé les termes en

ξ2 et η2. D’une façon plus générale, en notant (ξi, ηi) les coordonnées du noeud i (i = 1, 4), on
obtient :

ϕi (ξ, η) =
1

4
(ξiξ + 1) (ηiη + 1) .

3.3.2 Expression de la transformation T :
Les éléments construits sont de la famille des éléments isoparamétriques : la transformation

permettant de passer de l’espace unitaire U à l’espace géométrique G est donnée par les fonctions
d’interpolation : Soit P un point de l’élément dont les coordonnées sont (ξ, η)dans l’espace unitaire
U , ces coordonnées dans l’espace géométrique G sont obtenus à partir de la matrice N des fonctions
de forme et du vecteur défini par les positions (xi, yi) de chaque noeud i dans G :

[
x
y

]
=

[
ϕ1 0 ϕ2 0 ϕ3 0 ϕ4 0
0 ϕ1 0 ϕ2 0 ϕ3 0 ϕ3

]


x1

y1

x2

y2

x3

y3

x4

y4


3.3.3 Calcul des déformations :

B = ∂̃N = [
d
dx 0
0 d

dy

] N avec :

[
d
dξ
d
dη

]
= J

[ d
dx
d
dy

]
et J

[
dx
dξ

dx
dη

dy
dξ

dy
dη

]
soit

[ d
dx
d
dy

]
= J−1T

[
d
dξ
d
dη

]
La

matrice B n’est plus constante dans l’élément, l’intégration de la matrice peut se faire :
— Explicitement : peut mener à des problèmes mal conditionnés.
— Numériquement : on utilise en général le théorème de Gauss Legendre.

Soit I =
∫ 1

−1
f (ξ) dξ, alors I =

∑N
i=1 wif (ξi) si f est un polynôme de degré inférieur ou égal à

2N−1 , les ξi sont les positions des points d’intégration appelés aussi points de Gauss et les wi sont
les poids associés à chaque point de Gauss. Les ξi et wi sont donnés pour les cas les plus courants
dans le tableau ?? :

N ξi wi 2N − 1
1 0 2 1

2
− 1√

3
1√
3

1
1

3

3
−
√

3
5

0√
3

5

5
9
8
9
5
9

5

Table 3.1: Position et poids associés aux points de Gauss
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3.4 Eléments isoparamétriques, quelques exemples supplémen-
taires :

On peut développer de la même manière, des éléments isoparamétriques de degré plus élevé. Les
côtés des éléments ne sont plus rectilignes puisqu’ils sont définis par transformation d’une droite à
l’aide des fonctions de forme. Quelques exemples sont donnés dans le tableau 3.2 :

degré d’interpolation 1 2 3

Élément dans U

Élément dans G
Forme des côtés linéaire quadratique cubique

Table 3.2: Éléments isoparamétriques à base quadrangulaire
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Chapitre 4

Éléments de flexion de type poutre :

4.1 Position du problème :
On souhaite développer un élément capable de reproduire les hypothèses classique mises en

÷oeuvre dans les calculs de structures poutres à flexion dominante. Afin de simplifier la présentation,
nous ferons les hypothèses suivantes :

— Les énergies de déformation due aux efforts normaux et tranchants sont négligées.
— Les sections initialement planes et perpendiculaires à la fibre moyenne restent planes et

perpendiculaires à la fibre moyenne pendant la déformation (hypothèse de Navier Bernoulli).
— On se restreint au cas des poutres planes chargées dans leur plan.
— On se place dans le cadre des petites perturbations (petits déplacements, petites rotations

et petites déformations).
Les degrés de liberté de chaque nœuds sont choisis de façon à représenter les hypothèses cinématiques
de Navier et à éviter toute cassure d’angle pendant la déformée :

i j

vj

θj

θi vi

Figure 4.1: Déplacement dans un élément de type poutre

le déplacement d’un point est caractérisé par le vecteur U :

[
v
θ

]
avec θ = dv

dx
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Les éléments ainsi fabriqués utilisent les déplacements et leur dérivées comme degrés de liberté ;
on les qualifie de élément hermitiens ou éléments de Hermite.

4.2 Détermination des fonctions de forme :
On utilise la coordonnée réduite ξ = x

l , il faut déterminer N (ξ) telle que v (ξ) = N (ξ) X avec

X :


vi
θi
vj
θj


Posons :N (ξ) =

[
ϕi (ξ) ψi (ξ) ϕj (ξ) ψj (ξ)

]
, nous avons :{

v (ξ) = viϕi (ξ) + θiψi (ξ) + vjϕj (ξ) + θjψj (ξ)
θ (ξ) = 1

l

[
viϕ
′
i (ξ) + θiψ

′
i (ξ) + vjϕ

′
j (ξ) + θjψ

′
j (ξ)

]
avec ’ = d

dξ

Pour des raisons évidentes, les fonctions de base doivent permettre d’obtenir v(0) = vi, v(1) = vj ,
θ(0) = θi et θ(1) = θj Ces conditions sont résumées dans le tableau ??.

Valeur en ξ=0 Valeur en ξ=1 Dérivée en ξ=0 Dérivée en ξ=1
ϕi 1 0 0 0
ϕj 0 1 0 0
ψi 0 0 l 0
ψj 0 0 0 l

Table 4.1: Conditions de compatibilité des fonctions de base

Si on choisit des polynômes pour la forme des fonctions d’interpolation , alors ces polynômes
sont du troisième degré et on obtient :

ϕi (ξ) = (ξ − 1)
2

(aξ + b) avec ϕi (0) = b = 1et ϕ′i (0)= - 2b+ a= 0⇒ ϕi (ξ) = (ξ − 1)
2

(2ξ + 1)
ϕj (ξ) = ξ2 (aξ + b) avec ϕj (1) = a+ b = 1et ϕ′i (1)= 3a + 2b= 0⇒ ϕj (ξ) = ξ2 (−2ξ + 3)

ψi (ξ) = lξ (ξ − 1)
2

ψj (ξ) = lξ2 (ξ − 1)

on obtient finalement :

N :
[

(ξ − 1)
2

(2ξ + 1) lξ (ξ − 1)
2

ξ2 (−2ξ + 3) lξ2 (ξ − 1)
]

(4.1)

4.3 Calcul de la déformation :
La déformation dans la poutre soumise en flexion est caractérisée par :

εxx =
du

dx
= −dθy

dx
= −y dθ

dx
= −y d

2v

dx2
= − y

l2
d2v

dξ2

d’autre part εxx = BXdonc B = − y
l2
d2N
dξ2

L’expression de B est obtenue à partir de l’équation 4.1 :

B = − y
l2
[

12ξ − 6 l (6ξ − 4) −12ξ + 6 l (6ξ − 2)
]

(4.2)
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4.4 Matrice de rigidité élémentaire :
La contrainte σxx est calculée pour un matériau élastique : σxx = Eεxx, la matrice de rigidité

s’obtient donc de la manière suivante :Ke =
∫

Ωe
BTEBdΩ⇒ Kij = E

∫
Ωe

BiBjdΩ

Et d’après l’expression de B (équation 4.2) on obtient K11 :

K11 = E
∫ 1

0

∫ h/2
−h/2

∫ b/2
−b/2

y2

l4 (12ξ − 6)
2
ldξdydz

K11 = E
l3

∫ h/2
−h/2

∫ b/2
−b/2 y

2dydz
∫ 1

0
(12ξ − 6)

2
dξ

K11 = 12El3 IGY

On trouve les autres termes de la même manière et finalement on obtient :

Ke =
E

l3
IGz


12 6l −12 6l
6l 4l2 −6l 2l2

−12 −6l 12 −6l
6l 2l2 −6l 4l2

 (4.3)

4.5 Vecteur des efforts généralisés :
Cas d’un effort uniformément réparti f :

Fe =

∫
Ωe

fdNdΩ

L’expression de N (équation 4.1) permet de trouver le vecteur des efforts élémentaires :

FT
e = fSl

[
1
2

l
12

1
2 − l

12

]
(4.4)

4.6 Exercice :
Mettre en place le(s) système(s) d’équations donnant la solution éléments finis pour le problème

suivant avec une discrétisation de 4 éléments de taille égale.

4.6.1 Discrétisation :
La poutre est discrétisée en 4 éléments de longueur l = L

2 .

4.6.2 Conditions aux limites :
L’effort uniformément réparti sera pris en compte dans le vecteur des efforts.

4.6.3 Assemblage de la matrice de rigidité et du vecteur des efforts :
La matrice de rigidité est assemblée à partir des quatre matrices de rigidité élémentaires (équa-

tion 4.3). Les couleurs des termes de la matrice correspondent à celles des éléments de la figure
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L L

~q

Figure 4.2: Exemple de structure poutre

3

1 2 3 4 5

1 42

Figure 4.3: Discrétisation de la poutre

??

K = E
l3 IGz

12 6l −12 6l 0 0 0 0 0 0
6l 4l2 −6l 2l2 0 0 0 0 0 0
−12 −6l 12 + 12 −6l + 6l −12 6l 0 0 0 0
6l 2l2 −6l + 6l 4l2 + 4l2 −6l 2l2 0 0 0 0
0 0 −12 −6l 12 + 12 −6l + 6l −12 6l 0 0
0 0 6l 2l2 −6l + 6l −4l2 + 4l2 −6l 2l2 0 0
0 0 0 0 −12 −6l 12 + 12 −6l + 6l −12 6l
0 0 0 0 6l 2l2 −6l + 6l 4l2 + 4l2 −6l 2l2

0 0 0 0 0 0 −12 −6l 12 −6l
0 0 0 0 0 0 6l 2l2 −6l 4l2
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Nom Condition Effort associé
Encastrement : v1 = 0 V1

θ1 = 0 M1

Appuis : v3=0 V3

v5=0 V5

Table 4.2: Conditions aux limites en déplacement et rotation

Soit donc :

K =
E

l3
IGz



12 6l −12 6l 0 0 0 0 0 0
6l 4l2 −6l 2l2 0 0 0 0 0 0
−12 −6l 24 0 −12 6l 0 0 0 0
6l 2l2 0 8l2 −6l 2l2 0 0 0 0
0 0 −12 −6l 24 0 −12 6l 0 0
0 0 6l 2l2 0 8l2 −6l 2l2 0 0
0 0 0 0 −12 −6l 24 0 −12 6l
0 0 0 0 6l 2l2 0 8l2 −6l 2l2

0 0 0 0 0 0 −12 −6l 12 −6l
0 0 0 0 0 0 6l 2l2 −6l 4l2


La matrice de raideur est symétrique, sa structure "bande" est liée à la numérotation des nœuds.
La structure bande de la matrice permet une résolution plus aisée donc numériquement plus rapide.
Il est donc intéressant de numéroter le maillage de faÃ§on à obtenir une matrice ayant une telle
structure. Dans la pratique, un premier maillage est réalisé sans se soucier de la numérotation, puis
les n÷ds sont re-numérotés afin d’optimiser la structure de la matrice. Les logiciels aux éléments
finis se chargent généralement de faire cette opération de manière transparente.

On assemble de la même manière le vecteur des efforts à partir de l’expression donnée dans
l’équation 4.4 :

FT = fSl
[

1
2

l
12

1
2 + 1

2 − l
12 + l

12
1
2 + 1

2 − l
12 + l

12
1
2 + 1

2 − l
12 + l

12
1
2 − l

12

]
Ou encore :

FT = fSl
[

1
2

l
12 1 0 1 0 1 0 1

2 − l
12

]
On obtient finalement le système suivant (les inconnues sont soulignées) :

E

l3
IGz



12 6l −12 6l 0 0 0 0 0 0
6l 4l2 −6l 2l2 0 0 0 0 0 0
−12 −6l 24 0 −12 6l 0 0 0 0
6l 2l2 0 8l2 −6l 2l2 0 0 0 0
0 0 −12 −6l 24 0 −12 6l 0 0
0 0 6l 2l2 0 8l2 −6l 2l2 0 0
0 0 0 0 −12 −6l 24 0 −12 6l
0 0 0 0 6l 2l2 0 8l2 −6l 2l2

0 0 0 0 0 0 −12 −6l 12 −6l
0 0 0 0 0 0 6l 2l2 −6l 4l2





0
0
v2

θ2

0
θ3

v4

θ4

0
θ5


=

Introduction à la méthode des éléments finis Page 39



Institut Supérieur Aquitain du Bâtiment et des Travaux Publics Quatrième année

= fSl



1
2
l

12
0
1
0
1
0
1
1
2

− l
12


+



V1

M1

0
0
V3

0
0
0
V5

0


Ce système peut être résolu en deux temps :

On résout premièrement le système d’équations dont les inconnues sont les degrés de liberté :
Le système d’équations obtenu est normalement de dimension (Nombre de degrés de liberté)x(Nombre

de degrés de liberté - nombre de déplacements imposés) soit (10x6) dans notre cas. Comme les dé-
placement imposés sont nuls, le système se réduit à un système (6x6) :

E

l3
IGz


24 0 6l 0 0 0
0 8l2 2l2 0 0 0
6l 2l2 8l2 −6l 2l2 0
0 0 −6l 24 0 6l
0 0 2l2 0 8l2 2l2

0 0 0 6l 2l2 4l2




v2

θ2

θ3

v4

θ4

θ5

 = fSl


0
1
1
0
1
− l

12


Dans un deuxième temps on peut trouver les inconnues en variables duales (Efforts et moments)
en calculant directement :


V1

M1

V3

V5

 =
EIGz
l3


−12 6l 0 0 0 0
−6l 2l2 0 0 0 0
−12 −6l 0 −12 6l 0

0 0 0 −12 −6l −6l



v2

θ2

θ3

v4

θ4

θ5

− fSl


1
2
l

12
1
1
2
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Chapitre 5

Exemples :

5.1 Problème de mécanique, plaque trouée.

5.1.1 Problème posé :
Il s’agit dans un premier temps de poser le problème correctement en notant toutes les infor-

mations disponibles (géométrie, matériau, chargement) ainsi que celles désirées (contraintes, dépla-
cements . . .). À cette étape, il faut se rapprocher au mieux du problème réel et faire un minimum
d’hypothèses.

La géométrie du problème considéré est reportée sur la figure 5.1 et les grandeurs caractéristiques
et dimensionnelles sur le tableau 5.1.

On cherche la charge maximale ~qmax pour laquelle le matériau reste élastique.

5.1.2 Solution approchée du problème :
Il est important avant d’effectuer tout calcul à l’ordinateur (aux éléments finis pour par n’importe

quelle autre méthode) de se faire une idée de la solution du problème en posant des hypothèses
simplificatrices (même si elles peuvent paraître abusives).

Si on fait l’hypothèse que la contrainte est uni-axiale d’axe vertical ~y (hypothèse type théorie
des poutres ou RdM), l’équilibre de la demi plaque donne 4~qR− 2σRe~y = 0, soit q = σe

2 .

qrdmmax =
σye

2
= 1250kN/m (5.1)

Ce qui fait une charge résultante de 151kN.

E ν ρ σy

2, 1GPa 0.3 7800kg/m3 500MPa

H R e
200mm 50mm 5mm

Table 5.1: Caractéristiques et dimensions
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Figure 5.2: Hypothèses de répartition des contraintes
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On peut également faire se baser sur la solution analytique pour une plaque trouée de dimensions
infinies qui a été mise en évidence pour la première fois en 1898 [7] (on peut consulter [9] pour plus
de détails).

La contrainte σθθ sur l’axe horizontal en un point distant de r du centre du cercle s’exprime par

σθθ(r) =
σ∞
2

(
2 +

(
R

r

)2

+ 3

(
R

r

)4
)

soit pour r = R, on obtient σmax = 3σ∞, ce qui donne une contrainte 50% plus importante que
la précédente hypothèse.

On obtient alors pour cette approximation :

q∞max =
σye

3
≈ 833kN/m (5.2)

Dans la simulation aux éléments finis qui suit, on impose une charge linéique q = e ∗ σ∞ avec
σ∞ = 100MPa

5.1.3 Choix de l’échelle de modélisation, hypothèses de calcul :
On peut décider de modéliser le problème en 1D, 2D, 3D, avec des éléments massifs ou des

éléments de structure (poutres, coques). Les choix doivent s’effectuer en fonction de la validité des
hypothèses prises pour les éléments de structure, de la qualité souhaitée pour la solution et de la
capacité des ordinateurs disponibles. Plus les hypothèses seront fortes et éloignées de la réalité, plus
on a des chances de s’éloigner de la solution. Par contre les simulations tridimensionnelles avec des
éléments massifs peuvent devenir rapidement lourdes et dépasser les capacités des ordinateurs de
bureau actuels. Il s’agit là d’un vrai travail d’ingénieur qui consiste à formuler les hypothèses les
plus adaptées.

Dans notre cas, les éléments de structure ne sont pas adaptés (à moins de se contenter de la
solution uniaxiale uniforme). On peut par contre faire l’hypothèse d’un calcul plan, c’est à dire que
les grandeurs ne varient pas dans l’épaisseur de la plaque. L’hypothèse des contraintes planes est
la plus adaptée au problème. On peut également faire raisonnablement l’hypothèse d’un problème
possédant 2 symétries par rapport aux axes vertical et horizontal passant par le centre du trou.

Les simulations pourront se faire dans l’hypothèse des petites perturbations et en élasticité
linéaire (au moins dans un premier temps).

5.1.4 Première solution aux éléments finis :
Il s’agit de trouver une première approximation de la solution. On génère un maillage grossier

qui permet néanmoins de représenter correctement la géométrie. Le type d’éléments à utiliser dans
cette première approximation sera linéaire car les erreurs de discrétisation sont plus facilement
identifiables sur ce type d’éléments (discontinuité des contraintes). Dans le cas bidimensionnels, je
recommande d’utiliser des triangles linéaires.

5.1.4.1 Génération du maillage.

On maille un quart de la structure en tenant compte des conditions de symétrie. Afin de repré-
senter “correctement” la géométrie (en particulier le quart de cercle) on choisit une taille de maille
permettant de représenter le quart de cercle par 5 éléments linéaires.
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Il faut générer dans l’ordre :
— Les nombres (paramètres du problème)
— Les points
— Les lignes
— Les surfaces
— Éventuellement les volumes

Lors de la génération du maillage, il faut anticiper la création des géométries qui seront utiles par
la suite par exemple pour l’application des conditions aux limites.

La génération du maillage peut être effectuée préalablement au calculs et de façon indépendante
du programme aux éléments finis lui-même. On peut par exemple utiliser GMSH qui est disponible
gratuitement et est une des plus populaires. Le code aux éléments finis CAST3M possède son propre
mailleur et on peut écrire en langage GIBIANE :

Nombres

OPTION DIMENSION 2 ELEMENT TRI3 MODE PLAN CONTRAINTES;
*
* parametres du problème
*
R=0.05;
H=2*R;
L1=H;
EP1=5.E-3;
DENS1=R*PI/10;
SIGE=500.E6;

Points

*
* points maitres
* l’opérateur densité affecte aux points générés à sa suite une taille de maille
* qui sera utilisé pour la génération des lignes et surfaces
*
densite dens1;
P0=0. 0.;
P1=R 0.;
P2=L1 0.;
P3=L1 H;
P4=0. H;
P5=0. R;

Lignes

*
* construction du contour
*
D1=DROI P1 P2;
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P1 P2

P3P4

P5

D1

D2

D3

D4

C1

SURF1

Figure 5.3: Premier maillage

D2=DROI P2 P3;
D3=DROI P3 P4;
D4=DROI P4 P5;
C1=CERC P5 P0 P1;
CONT1=D1 ET D2 ET D3 ET D4 ET C1;

Surface

*
*fabrication de la surface;
*
SURF1=SURFACE CONT1 PLANE;
TRACER SURF1 QUAL;

Le maillage obtenu est représenté sur la figure 5.3, on vérifie que la géométrie est correcte et que
les éléments ne soient pas trop aplatis.

5.1.4.2 Modèle de résolution et caractéristiques :

Dans un code aux éléments finis multi-physique, il est faut indiquer quelles équations de la
physique on souhaite résoudre, il faut ensuite donner les caractéristiques matérielles.

MOD1=MODELE SURF1 MECANIQUE ELASTIQUE PLASTIQUE PARFAIT;
MAT1=MATE MOD1 YOUN 2.1E11 NU 0.28 DIM3 EP1 SIGY SIGE;

5.1.4.3 Conditions aux limites :

On doit tenir compte des symétries qui se traduisent par un blocage des déplacements des noeuds
situés sur les axes de symétrie dans la direction perpandiculaire à celui-ci. soit ici :

— On bloque le déplacement Uy sur la droite D1 et le déplacement Ux sur la droite D4.

*
*conditions aux limites
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*
CL1=BLOQ D1 UY; CL2=BLOQ D4 UX;

— On applique la pression sur la ligne D3 (La charge linéique est égale à la contrainte exercée
multipliée par l’épaisseur).

F1=PRESSION MASSIF MOD1 D3 (-1*PRESS1*EP1);

5.1.4.4 Résolution du problème :

Matrice de rigidité

*
* rigidité matérielle
*
RIG1=RIGI MOD1 MAT1;
*
* On assemble avec les raideurs dues aux conditions aux limites pour obtenir la rigigite totale
*
RITOT=RIG1 ET CL1 ET CL2;

Solution La solution du problème est donnée par le déplacement solution de l’équation 2.2.

*
* Champ de déplacement solution
*
DEP1=RESOU RITOT F1;

5.1.4.5 Post traitement des résultats :

Il faut dans un premier temps s’assurer qu’on a résolu le bon problème, que les conditions au
limites souhaitées sont respectées, que la déformée et les contraintes sont plausibles. On peut à cet
effet tracer l’état de contrainte sur la déformée.

DEF1=DEFO DEP1 SURF1;
SIG1=SIGMA DEP1 MOD1 MAT1;
TRACER SIG1 MOD1 DEF1;

L’état de contrainte est tri-dimensionnel, si on veut vérifier l’élasticité du matériau, il faut se
baser sur une contrainte équivalente. Cette contrainte est calculée en fonction de l’ensemble des
composantes tu tenseur des contraintes et représente une contrainte uniaxiale équivalente à l’état
triaxial vis à vis de la plasticité. La contrainte équivalente de Von Mises est couramment admise
pour les matériaux métalliques.

5.1.4.6 Evaluation de la solution :

L’évaluation de la solution doit se faire sur la contrainte, en effet c’est la variable la plus mal
approximée par la méthode des éléments finis du fait que la condition d’équilibre ne soit vérifiée que
de façon faible. On remarque en particulier que l’état de contrainte (Figure 5.4b) est discontinu. Ceci
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Figure 5.4: Tracé de la solution en contrainte

est également lié à l’utilisation de triangles à trois noeuds pour lesquels la contrainte est constante.
L’erreur de la solution est de l’ordre de grandeur de la discontinuité de contrainte et dépasse les
100MPa dans la zone proche du trou. Il existe plusieurs estimateurs d’erreurs à posteriori mais
leurs usages sont souvent limités aux activités de recherche. Je vous encourage à les utiliser s’ils
sont disponibles dans le code que vous utilisez, dans la négative la discontinuité des contrintes est un
bon estimateur de l’erreur, on pourra considérer que la solution est bonne si elle est quasi-inchangée
lors de deux rafinements successifs.

Dans la cas présent, un rafinement est nécessaire sur l’ensemble du maillage, mais on peut déjà
faire un effort plus important aux endroits où les gradients de contrainte sont élevé, c’est à dire
dans le plan de symétrie horizontal et plus particulièrement proche du trou.

Les étapes de rafinement dans notre cas peuvent être les suivantes (voir figure 5.5) :
1. Rafinement irrégulier pour mailler plus finement les zones à fort gradient (on peut faire

plusieurs étapes à ce niveau)
2. Rafinement uniforme (par exemple on divise la taille par 2 partout).
3. Éventuellement augmenter le degré d’interpolation des éléments (triangles à 6 noeuds ici).
La contrainte de Von Mises maximale touvée dans la plaque σMax ≈ 640MPa. Cette contrainte

dépasse la limite élastique du matériau, le calcul étant linéaire, on peut évaluer la charge maximale
admissible pour que le matériau ne plastifie pas : σ∞Max =

σy
σMax

σ∞ ≈ 78MPa soit une charge
linéïque qMax = eσ∞Max ≈ 390kN/m

5.1.5 Conclusion :
La charge maximale admissible est de 390kN/m alors que l’approximation RdM donnait 1250kN/m

et celle de la plaque trouée de dimensions infinies 833kN/m
Si on applique un coefficient de sécurité de 1,5 sur la charge et de 1,1 sur la limite élastique, la

solution RdM donne une charge limite de 758kN/m et celle de la plaque infinie 505kN/m.
On voit sur cet exemple que même avec des coefficient correctifs classiques, les solutions analy-

tiques sont incapables de représenter correctement le problème même avec l’adoption d’un coefficient
de sécurité.

Heureusement dans le cas présent, la mise en plasticité locale du matériau ne compromet pas la
stabilité, mais ce n’est pas toujours le cas.
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Figure 5.5: Étapes de rafinement.
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Chapitre 6

Rappels sur les calculs thermiques :

6.1 Introduction :

6.1.1 Notations :
La structure (voir figure 6.1) sera notée Ω.
La frontière de Ω sera notée ∂Ω .
La température Td(x, y, z)est imposée sur la partie ∂1Ω de ∂Ω.
Une densité de flux ϕd(x, y, z) est imposée sur la partie ∂2Ω de ∂Ω (les surfaces non sujettes

à des flux convectifs ou radiatifs et sur lesquelles aucune température n’est imposée reçoivent une
densité de flux nulle).

Une source volumique q(x, y, z) est imposée sur Ω{
∂Ω = ∂1Ω ∪ ∂2Ω
∂1Ω ∩ ∂2Ω = ∅

On ne peut pas imposer en un même lieu une densité de flux et une température dans la même
direction.

6.1.2 Comportement thermique des matériaux, loi de Fourier [5].
La loi de Fourier est semi empirique, mais correspond au comportement de tous les matériaux

pour peu qu’ils ne soient pas chauffés trop rapidement ni à trop haute température[8], elle stipule
que la densité de flux de chaleur est proportionnelle au gradient de température.

−→ϕ = −λ−−→grad(T )

où :
— −→ϕ est la densité volumique de flux de chaleur et s’exprime en Wm−2

— λ est la conductivité thermique, il s’agit d’un nombre dans les matériaux isotropes et d’un
tenseur pour les matériaux anisotropes. λ s’exprime en Wm−1K−1. La conductivité ther-
mique peut dépendre de variables internes, comme la température.

— T est la température habituellement exprimée en degrés Kelvin (K) mais compte tenu de la
présence du gradient, il est également possible de l’exprimer en degrés Celsius.
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∂1Ω
ϕd

Ω

ϕd

Td

Td

Td

Td

ϕd

Figure 6.1: Structure étudiée

Dans le cas des matériaux isotropes, il en résulte que la densité de flux et le gradient de température
sont colinéaires, ce qui n’est plus le cas pour les matériaux anisotropes.

6.1.3 Conditions aux limites :
La structure Ω est soumise à des échanges de chaleurs imposés par son environnement, ces

échanges peuvent se classer en deux catégories :

Les échanges convectifs : Ce sont des échanges de conduction à la paroi entre la structure et
un fluide (ou un gaz). Le fluide changeant de température au contact de la structure, il se dilate
(ou se contracte) et change de masse volumique, ce qui se traduit par la mise en mouvement du
fluide. Les échanges convectifs peuvent être modélisés de plusieurs manières :

— On modélise le fluide, dans ce cas, il faut également modéliser le mouvement du fluide à
l’aide par exemple des équations de Navier Stokes. Cette modélisation demande beaucoup
de soin et est en général réservée aux problèmes complexes.

— On utilise un coefficient d’échange convectif pour calculer les densités de flux à la paroi (le
fluide n’est plus modélisé).

~ϕ · ~n = H(T − T∞)

où :
— ~ϕ · ~n est la densité de flux résultante appliquée à la paroi de la structure, ~n est la normale

sortante à la paroi.
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(a) Expérimentation, cavité rec-
tangulaire [3]

(b) Simulation Cast3M
pour une cavité carrée [10]

Figure 6.2: Mouvement convectif dans une cavité.

Figure 6.3: échanges de rayonnement (source wikipedia)

— T est la température de la paroi
— T∞ est la température supposée du fluide loin de la paroi
— H est le coefficient d’échange convectif exprimé en Wm−2K−1, sa valeur dépend de la na-

ture du fluide environnent, de l’orientation de la paroi par rapport à la direction de la
gravité et de la présence éventuelle d’une vitesse de fluide forcée (vent). On peut obte-
nir une approximation de l’échange convectif en étudiant le régime supposé de l’écoule-
ment de fluide à la paroi par l’intermédiaire de nombres adimensionnels (Nusselt, Reynolds,
Prandtl). Pour plus de détails, reportez vous à votre cours de thermique ou au manuel cas-
tem sur la thermique [11]. On peut également utiliser les valeurs conventionnelles données
dans la réglementation thermique pour les bâtiments dont les éléments sont rappelés sur
http ://www.hbsoft.be/chauffage/deperd_rt2000.html.

Les échanges radiatifs ou rayonnement : Ce sont des échanges de type électromagnétique
entre deux corps. Quelque soit sa température, un corps émet un rayonnement dont la puissance
peut être calculée à l’aide de la loi de Stephan Bolzmann. Un corps rayonne une puissance surfacique
qui dépend de sa température T et e son indice d’émmissivité ε :

ϕrémise = σεT 4(W.m−2)

où :
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— σest la constante de Stephan Bolzmann (5, 6703.10−8W.m−2.K−4)
— ε = 1 pour un corps noir, 0 < ε < 1 pour un corps gris

Dans le cas d’un corps à la température T échangeant avec avec un milieu infini considéré comme
un corps noir à la tempétarure T∞, ce corps reçoit un flux de chaleur surfacique ϕr :

ϕr = σε(T∞ − T 4)

6.1.4 Bilan thermique : équation de la chaleur.
— La puissance thermique stockée est

∫
Ω
ρCp

∂T
∂t dΩ

— La puissance thermique volumique reçue est :
∫

Ω
qdΩ

— La puissance thermique échangée sur la surface est
∫
∂Ω

~ϕ•~ndS = −
∫
∂Ω
λ
−−→
grad(T )•~ndS (~nest

la normale sortante à ∂Ω)
La puissance calorifique stockée est égale à la puissance volumique reçue moins la puissance échangée
avec l’extérieur. ∫

Ω

ρCp
∂T

∂t
dΩ =

∫
Ω

qdΩ +

∫
∂Ω

λ
−−→
grad(T ) • ~ndS

En utilisant le théorème d’Ostagradski, on obtient :∫
Ω

ρCp
∂T

∂t
− q − div(λ

−−→
grad(T ))dΩ = 0

Comme la relation est vraie quelque soit le domaine isolé, on peut en déduire qu’en tout point :

ρCp
∂T

∂t
− q − div(λ

−−→
grad(T )) = 0
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